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I. ВВЕJtЕВИЕ 

В ре.~ах [ I • 2 • 5 ] опиоавв сИВ'fuсис и ceiiiUI'!'ua .в:зпа 
рефа.п. <UIIcaJDie сеЕВ'l'ип дано в вв;це CШJ[C8JDIII a6c'!'panвol peфu

.unDIIil1 КО'!'оре.и способна ВIШOJUIЯ'fЬ 8.1П'ОРИ'18 1 sauиC&JIRIIe на sSII

кe рефu. 

При OПИC&IIJIIII рефu-11811111ВВ основвое BJDI8JIИ8 Jде.JU~Жось '!'OIQ'. 

'I'I'OC8 она C8.la прин11и11иа.п,11о прос!'&. При 8'fом созна'!'е.п.во иrвo

PJIPOIIUCJI '!'О'!' фак'!'. чrо во мвоrп щчап а6с'!'рак'!'вая рефu-80-

вв Dрак'!'ически веафрек'!'Dна. Qltвaкo, кor.Jt& .цuо дохо.ци до uрапи

ческоrо исuо.п.эовава рефв.1а в качесве .в:эuа кporp&lllll[pOВ&RJI, 

DOJIIIIIIeпe эффек'!':вввОС'!'и рефu-11810111Н приобре'!'&е'!' ре.._ее эввче

пе. Эrв вопросам DOCDSIIIeВ& ре.бО'!'& [ 31 41 6] и ВВО'!'ОIЩU ре.бо-
'!'а. 

Прпцвп, KO'!'OJiiiЙ DO.UOUB В ОС1IОВ7 8'1'П ре.~ Э8J!tJDJЧae'!'CJI В 

'!'0111 '1'1'0 а6с'!'рак'!'ваs peфa.и-IIВDIJIВВ эамевкмся на 1l.PJI"I», •IIpaк'!'и

ЧecJtY11• peфu-IIВIIИЦY. Прак'!'ическая peфu-IIВIIDIВ& во мвоrп с.пучап 

сжоаеl, чем абс'!'рак'!'ваs, одвако ре.~ае'!' аффеп:вввее. Ковечво, 

'!'uas замена !1р8110мерва '!'о.uько в '!'ом щчае, есп Dрак'!'ическая 

peфu-8ВIIIJIВ& всеrда дае'!' '!'О'!' ze сав1 реЗJ.ПЬ'!'U, '1'1'0 и а6с'!'рак!'-

ввs. 

Тап11 обре.э011, пробие• •yJIYЧIIIeвa• peфu-IIВIIIИIIII сводися 

К ДO&&З8'!'e.п.cfliJ 8D:ВВUeii'!JIOC'!'И '!'e:t ILП IIJDiX &Jil'OpИ'IIOВ И JIIIJIC

В8ВDI JС.ПОВИЙ при KO'l'OJIIX 8'1'& 8КВ:ВВUеВ'l'ВОС'!'Ь Dlee'!' 1180'!'0 • 

IЗ~а рефu_.пвв p&CII8Jt&e'!'CJI вв 1181'И. &шо.пвевве кu;цоrо 

11181'& Э8J!t.111J11ae'CJI в uос.иедова'!'е.п.вОII Jllllloueвви CIJIDICJIЧeQJoro 

O'!'O.QeO'!':ueвu • JI!!UI• Наиболее c.пODIII процесо-сИВ'l'асическое 

от~еО'!'Вiевие. 

Нас'!'ОJIЩВI! работа uосмщевв aJI8.1[Df процесса СИВ'fасическоrо 

O'!'~eQ'!'ВieJIJDI И BIIIICB8ВIIII fO.UOВd t при KO'!'OJIIX 8'1'0'!' процесс 
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80U!' 6иъ усиорев. 

Сие.цуе'f О'fММИ'l'Ъ, Ч'I'О a.п'opll'l'll СИ11'1'81'tсичесиоrо о'fож;цеС'l'Вiе

вив: описав в pa6o'fax l I, 2, 5] по-разному. В pa6o'fe [ 2 ] оJIИсав 
8.1l'OPИII О'fож;цеС'fВJiевив:, ХО'fорвй ве аквивмеиев: а.пrорИ'l'МВII, оп

С8ВВЫ11 В [ !] И ( 5] • A.llropll'fiiЫ O'fOQeC'fВJieВ:ИЯ, OПИcaJDIIile В ( ! ] 

и в [5) ехвивuепвк, XO'fJI и :вкr.lrJJДII'l' по-развому. Их ехвива.пеп

ВОС'fЪ C.Иe,Jiye'f ИЗ pesy.П.'f&'fOB В&С'fоцеl pa6o'flr. 

Peфu-ИE!'l'eJ;IIpe'f&'fop (с•. (З) ) peuиsye'f aJII'Op11'1'11 O'fOQ8C'fВ
.. eDII, опсаввd в ( 2 ) • Peфa.t-xoiiiiiUI!'fop ( с•. [ 4, 6] ) peaп
syeor 8JП'OPИII O'fOQeC'fВJieв:u, в cOO'fвe'fC'fBD с [ I] 11 ( 5] • 

В ~asщel pa6o'fe, с це.n11 oc:iaerчeвu 'fеоре'fичесиоrо аиа.п

за paccaorpoae'fca o6oCI!eiiiDII &II'opи• o'foQec'fВJie!IИJI, оrочвее 

Jt.П8.CC a.п'OPII'fJIOB O'fOJr;l(eC'1'ВieВU, ПО O'fВ:OIIeВИII В: XO'fOIJilll 8.11I'OPII'flll 

а [ I] и [ 5} :в&C'fYПUI'l' как ча.С'fвd CJIТ'I8I. Те• C8IIIDI заодво :ввsв
.uмса eC'feC'fDeВВOC'fЪ ввцевив: в 6аsис:ввl рефu вettO'fopкx .цопо.-вв

оrе.пъВRХ в:oiiC'fP11Щd. 

Разви вовd подход в: ПOВII'fИII aii'OPИ'I'IIa cИII'f8Jtcичecиoro 

O'fOQeC'fUeJIIIII: сваЧ&IВ oupe.цe.ue'fca: ИCЧIIOJleue, поро&ЦаЩее все

ВОSIIОЖВ&е pesy.п.'fa'l'll O'fOQec"tВ.-e!DIЯ, а saoreм ва мноzеС'fВе :ввводов 

вводиса paspe1D1108 О'f&ое:пе порtJДКа и 'fахим образом oupe.цe.ue'fca: 

мropm обхода .церева :ввво.цов, в:O'fo].:lll и ввчис.пяеоr ву:квв1 ва

РИВВ'f O'l'O:~r;JJ;ec"tВ.-eiDIЯ. 

IloJryчeiiВile pesy.п.тa'l'Jil в:е pac!IpOC'fpaRIDJ'I'ca: вепосре.цс'fвевво ва 

ПOJDIIil рефu (как ОВ: ОIIИС8В В [ 5 ] ) о Qltвaxo upe.цJIOJI8I'&8'fCJ1 8 Ч'I'О 
pe&DЗ&IUIII попоrо рефа.па, сво.цпса и: ПОС'fроеВИII xoiiiiUJI'I'opa с 

пo.uoro ва 6аsисвd рефu (в [ 4 ] и [ 6 ] ) оJIИсввается :кoiШJШJI'l'op 
с бе.зисвоrо рефuа ва IВIIIIJIIIo-opиeииpoВ&IIВIII JISIIX с6орв:и). IJoиo

IIY освоввоl IВIIIDIIIOI реап98Ц1111 рефuа JIII.IIIIИCII вс»е:кт11ВВ811 peaп

S&IUUI 6as•cвoro рефuа. 



5 

2.I. ?'rvepe. В В&C'I'~el ребо'l'е ИСПОJIЬЗО:вав& 'l'o.п.JtO '1'0 

DOIIJI'I'ИЯ: рефuа, RO'I'OJ88 118DОСредС'1'ВОВВО CU88ВII С CIDI'l8ECIIЧ8CJtD 

О'l'~еС!'В.Iевием, воиом;т все иеобхо»8е пoiiJI'I'& (jyт(y'l' OПIICSIIII 

вавово. Q:lре,це.v:еввое цесъ DOIIJI'I'Иe :варuеиия: явuмси обоеil!е

:пем Ч8С'I'Воrо с.цучм прuеиия: рефапа. 

2.2. Cprgcиg "Р'виd. 

'('внрuепе> : := <объепиое прuепе '> 

1 < '1'ИDОВО8 ВJIPU8П8 '> 

<о~иое :вlilp&Zeпe > : : = -' ЦVC'l'o '> 

/ c::'06ъelt'l'вd 'I'Opi > 
<о~иое :варuепе ~ 

< объех'l'Вd 'l'OPI > : : = 
< са:во.и ::> 1 ( < oбwJt'l'lloe прuепе "> 

<" 'l'&о:вое :варuепе > : : = < ЦVC'l'o > 
( <' 'I'ИDOBOI '1'8pi > 
..( '1'ИDОВО8 :вJi1118RD8 > 

< '1'8DOВOI 'l'ерм > ;: = 
< П8pe818JIIIIUI > 

\ ( < '1'8DОВОО ВJIPU8IIИO > 
< скоОЕа> :: .. <.ие:вая скоdка '> 

1 <'вр&ВU скоdка > 
< .IO:ВU CJtOdu > :: = ( 
с::' правая CJtOdкa> :: = ) 
<ЦVC'l'O> .. -.. -
.::. '1'81'8 > : : '"' ~ oGьeк'I'JIIII 'I'OI* > 

1 < 'l'ИПОВОЙ '1'81* "> 
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2.з. Переменвме и сИМВОJ!Н • 

.nепо заметить, что свитахсие внрааенвй, описавннй в п.2.2 

непо.аон. Он не содериит описаиu поиатвй < СВIIВО.и > в < перемеч
иав:') • ди да.п.нейшеrо вuоеиu сиитахсвс CВIIВOJJoв и перемеиннх 

совершенно безраз.&Чен и мн ero ;rrочиять не будем. 

Поско.иьку, испо.п.зуя конечвнl набор ЗН81tОВ 110ео построить 

не бoJI:ee чем cчe'l'Jioe IIИО&ество объекто:а, 1а1 будем по.~~аГать, что 

миоzество сВIIВО.иов ве оо:а:ее чем счетно. В тахом щчае ero 110zво 

перевумеровать. .1?_ -1 9111180.11 о60аиача через ~* 
llвоuство пepe118IIJUIX будем считать тое не б0.11ее чем cчe'I'Вiill. 

lt -ую пере118ввую будем обоаиачать через Хк • 
T81UIIII образом, 11118еТСЯ счетное IIИО&еСТВО CВIIВO.I:OB 

~:t) ~..L 1 Zl ~ ) ••. 
в счепое IIИоzество пepeмeiiiUIX 

-:::x::j ) -;C..t 1 -:С.! ) ••. 
С.Иед7ет подчерuу'l'Ъ, что ;t" в ~ предст8.ВUIIТ собой ве 

cau СВIIВО.IН и перемеiiВЫе. а то.п.ко п мата-обоавачекu. 
Введем е•е OJtВO мета-обоаиачеиве. Поско.п.JtУ :внраzевве 110Jt8'1' 

бln'ь пуст1111, а во IIВorп 9.Q'Ч8П изобраать пустое :внраzевве 

пустотой неудобно. 1а1 :введем дu веrо оооаиачеиве {ZJ 
Здесь а О'1'118ПМ, что в атоl работе звах fZJ употреб.uетса 

и Alll Jai:JТП цеай, в частиости да о60аиачеиu пустого IIВОDства. 

Тепер:~> 110zво пр:ввести пр-рu oбИJt'I'IDIX в ТIIПОВНХ :вврваевd. 

Oбt.eltТIDie :внраzевu: 

~) ()(()), 2,,,(~.t)~.t.t~ 
Тlшо:вме вкраzевu: 
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2.4. НIA=teDJМ И иуд=чmа 

ОбозиаЧIDI через g произ:воавое ВJiРВ.UВИе. ОЧе~о, Ч'!'О 
BCJDtoe G мо.uо одвозиаЧШDI образом предст81111'1'Ь в виде 

~ ~ ... ~ 
rде через ~ обозиачев вехоторкl терм. 

2.4.1. Te.J:8111, в соеДJ~Вевие :в:о'l'Орп ра8.118.1'8.8тса: :вJфВ.Uвие fi 
назовем вуа-тер11811И 8'f01'0 :ввра&еВIUI. 

2.4.2. назовем вуа-д.пвоl внра11:евия g хо.uчес'!':во ну.п.-

термов, состам~х 8ТО Jlllp8Жeвиe. 

2.4.3. Ну.п.-АUИУ :вврааевu § 101 будем ОСSозиачаn через 
L.. Cl]. ОЧе~о. что 4о гt ]=О тогда и 'l'Оа:в:о тогда, 
хоrда g - пустое :вврuевие. Ес.п же 
аеиие 8 DDeтca: термом, 

4. [ 11:: 1. • '1'0 выра-

2. 5. Попхочmе ВМQ818W и и.рggифряриg 

перемврут 

Будем предпо.tаrать, что К8J!Д11Й перемеввоl :Х:.:: постав.иеио в 

соответствие иехоторое, :вообще rоворя, счетвое 1111оаест:во объе:в:тивх 

внрааевиl ~ • Каа,цое объек'l'Иое выражение Q.. , та:в:ое, что 
Q. ~ .AIC 101 будем RаЭliВ&ТЬ ПОЩОЧW!!!!! 1t Пере118ИВОЙ ~ 0 а C8IIO 

IIИОРСТ:ВО ~ - 11НОЖ80Т:ВОМ IЩЦXOДIDIIIX :ВВрааевd Д& .:l;.e • 
Иах будет ~о в да.uьвейшем, содератеnво 101оаест:во подхоДR

IРХ :вJфВ.Uвd - 8'1'0 мноаест:во тех эначевиl, :в:о'l'Ор&е моает пр~~ВИЕтr. 

пepeмeiDWI. В иас'f0.0181 работе нас не будет вторесовать J:UJDI 

пеиво способом 88Jt8.1W 1111оаества 7!:.14 хотя, хоnеио, буде'!' пре,ж
по.u.rа'l'ьса:, Ч'l'О ови paэpeiDIIIOI. 

Выдепм теперь иеко'l'Орые В8JIИile час'l'&е щчаа IIВoaec'l'В 7f.t: 
и в соо'l'ветствии с этим вадежим вехоторве .аанне ~сев перемеи-

ивх. 

2.5.1. Коистаи'l'Н. ПepeмeiDWI Х'~ JDLDeтca: :в:оистаитой, ес.п 
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11И0а8С'1'ВО :ft.~t COC'I'OI'r 18 ОДНОГО - еДIIИС'!'ВеВВОl'О о6~В:'l'ИО1'0 :выpa
Jt8HU. Ваибо .. ее :ваан1 Пр11188р JtOHO'l'&В'I'II - 8'1'0 переаевва.а:, ДJII[ 

в:отороl ~ соото1'1' 1з одвоrо-еД11Ис'l'В8ввоrо 01111110.18 ~.."" • В 
жаавеЬем 1111 б~ем испо.u.эоват:ь метаобозвачепе ~~ .Jt,U пере118н
ноl ~ , ес.п .:tf~t = { ~"""' J наря,цу с обозначением .ХК 
Ка1t 61Jte'1' .а:сво :в ,Jtа.~Ы~еЬем,эжо не IIOJte'l' прuести х вежоразумеНUII. 

2.5.2. Т:вердве перемеввне. ПepeмeiiJI8JI Ц .о.uетсв т:вержоl, 

е с.п :все :вырааевu, 

Иваче 

a..t t лl( Ц. a.t €. .11:~ 9 ~о[~ 1- /,0 [Ql] 

Пере11811J18J11ОВС'1'авта JtU'l' првмер 'l':вержоl перемеввоl. 

2.5.3. е - переме1111118. Перемевва.а: .:Qe .o.ue'!'c.a: е -перемен

ноl, ес.п ~11: COВII8Jijle'l' с миоаес'l':вом :всех o<Sив:'l'IDIX вырааевd. 
Д.U е -перемеввоl :С..: 1111 б)'JteM JПO'l'pe6.111'l'Ъ мета-обоэвачепе 

е" иарвм с о<Sозвачепем х.с . 
Э'l'а L118Ссифвв:аЦJ•, ховечво, ве исчерПID&8'1' :всех :ВОЗIIО&остеl. 

МИоаес'!':ва ~ IIOI'f'l' 611'1'Ъ и 6о.1ее CJIOJIIUIIIII. В базисном рефuе, 
одваио, жо сих пор упо'!'реб.u.пс:ь 'l'O.Пolto ховставтн, 'l':вердве перемен

вне и е -перемеввне. 

З. СИНТАКСИЧЕСКОЕ ОТОI,llЕСТВИЕНИЕ. 

З.I. QпредедВJI8 O'l'OJЦ8C'!'IIIQC'1'1 

Dyc'l'Ь ~ веиоторое типо:вое :внрааеиие, а ~ 0 неиоторое 
об~в:'!'Вое :вырааепе. Б7Jtем rовори'l'ь, что G 0 отождест:ввмо с ~ ~ , 

ес.пи :все перемеввне, :вхо.JUЩВе :в ~t: , моео замевить тав:11111 пoж
xo,JtSЩIOII в: 8111 oбиx'l'RWIIII :внpaaeiiИIDIII, что :в резуnтаtе вырааеиие 

<Й t: со:впаде'l' с 4 0 • Причем, ec.u И8IUI.a:-'1'0 перемевва.а: :входит 
:в ~t. весв:оnв:о раз, то :все её вxoждeiDUI жо.а:нн замен.а:тьс.а: иа 
O.JQIO И '1'0 Jte ПO,JtX0,1UIIII8e :внрааеuе о 



3. 2. Бариаитм и поцставовр 

3.2.1. Назовем рриаиТОJI ПроИВВО.IЪИОе IIИO&eC'l'JIO упорs,цочеи-

ВВХ пар вида ( ':(' 1 а.) , r.це ':)С - произво.иъваа: пepeмeiiJW[, а 
Q. - проив:во.п.иое объе:ктиое вмрааеиие. по.о:оД~~~~ее :к перемеввоl 

':С • Jtpyrвu с.-ОВ8111& 1 ес.-и :JC : ':х:4с. 0 '!'О Q. f Л 1< 

3.2.2. Вариант ". иазниаетса JUIOTJIВOP"'"• ес.-и с~ест
ВJИ .цве пари ( 'Х 1 >а 1 )€ ,J и (-х." )а.'')~ 1)- • тахие, что 
-:с 1 = :с" • во в '!'О &е вреu Q. 1 -1= а 11 

3.2.3. Вариант ~ , :котормl ие .о.uетса противореЧDНII, 11М 

будем вазв:вать иeпoo'I'IU!OI!t!ЧJМ". 

3.2.4. Бу.цем rоворитъ, что пepeмeiiJW[ Х ВXOJII'f в вариант 

.". , ес.-и существует пара ( -:t: , а. ) Е ". • Бу.цем rовориn, что 
вариант ".. со,цеgрт перемеииу~~ Х , ес.-и перемевваs: ::С 

В:Z:О.ЦИt В ". 

3.2.5. Опре.це.пм операци11 по.цстаио:вu:. Пусть 1J" -вепроти
воречивнl вар:ваит и пусть все перемеииме, вход~D~Ие в типовое 

вмрааевие gt: , :а:z:о.цат и в вар:ваит ~ • Тоr.ца через ~ (". j't) 
обозначим объеитиое вырааеиие, иоторое И9.1УЧ88ТСИ ив g-6 , ес.-и 
~ перемеииу~~ 'Х , вхо.цаtУ~~ в G t , заменить иа объеитиое 
вмрuеиие Q , тахое, что ( '="= , а. ) € ". 

.llcиo, что опре.це.аеиимl T81tiDI образом резуnтат по.цстаио:вu: 

всеr.ца существует и е~ствеиеи. 

3.2.6. наэове• варваит "& ••wuм ~ bt , ес.-и ов 
со.церu.т тоn:ко тв перемеииме, иоторне вхо.цат в t-t и JlllllpOTивo
peЧIUI. 

3.2.7. очеви.цио, что .июбоl иепротиворечивмй вариант ".. , 

y.цoueт:вopaiiUII уСJiовиям п.З.2.5 пре.цставйм в ви.це ".= ~ U"..t, 
r.це ~о - uииимаnньtй .ц.пя б t , а 1J0 П ~~ = ~ . В атом 

Qo (~о и 'IJ 1 ? z t ) ::: а о (-~ ' 6 с ) 
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3.3. БаРJаНТИ ОТQ1ЦеСtN8ИМ 

З.З.I. Варваит ". вазиваетси нарвавтом отоuестмеим .ц.ш 
типовоrо :вирааеим 4t. а о<Sъекпоrо вирааеим /. , ес.п под
стаио:вка Q о ( +., ~ -t: ) опреде.~ева и G( 0 ( ~., lt) -::: l о 

3.3.2. Ясно, Ч'1'0 0 ес.п AU ~t; ll ~о CY~'!C'I'ВJ8'r ХО'l'Ь ОДИН 
варваи'l' отоа,деот:в.евии, то с,..ест:вуе'l' счепое мвоаес'l'ВО варваи'l'ов 

O'l'Oa,дeC'l'ВDIDUI дu е-~: ll l. соr.асио п.З.2.6. О.цвако, ваибо.иь 
IIJd П'!'ерес пpe,дC'l'auJD71' II1IJIJDI8 п.нве варваи'l'и отоа,дес'!':в.еим. 

Обозвачвм через w'o ( !, ~) мвоаес'l'ВО воех 1111В"1118WПП вариаи-
' '!'О :В отоадем:в.еiDUI АВ ~ 1: • J6o • .дPJI'DII c.aoJI8IIJI 

Wo ( ~~ ,lo) : { 1J; ~ - IIJIRD8nвd .J(,D 1-t 
• Qo (""., l1:) = lo} 

Теорем З.I. Мвoaec'l'JIO и/о ( lt 1 1.,) ковечво AU JШСSИХ c!t 
И ~о • 

дорwмъс'l'ВО. Свача.u. заме'!'•, что равенство Q.(,J, 'lt}=l. 
ВOЗIIODO 'l'O.Dtlt0 0 ec.u Qo ("'{J, l-t) CO,J;epa'l' '1'8 ll ТО.П.ИО '!'е 
CJDIВO.DI, что в Ьо . О.цвако, мвoaec'l'JIO CliiiВO.в>B, вхо~ в 
~ 0 0 :КОВ8ЧВОо Ec.u ХО'l'Ь Одна пара (~ 1 Q.) ~" '1'8JtOВ&, Ч'1'О В 
а ВХОДИ'!' С~ ~ 0 не ВХО.дцвl В ~ 0 0 '1'0 pu8BC'l'ВO 
С(.(+,!~)-::..~ вево8110ао. nоэтому~ пара (::IC',a) co-

.v;epa'l' 'l'О.ИЬКО cJDIВO.DI, вхо~е в ~о • ~е, ec.u ,f. 
содера'l' N CJIIIВO.mB и св:о6о:к, '1'0 в Q, (-{), Jrt) co,~;epa'l' 
N CJIIIВO.mB а скобов:. ОтсЦJtа C.U.Q'8'1', Ч'1'О дм .111691 пари 

(-:t:,a.) €-д- д.DIJI8 а - ве бо.uе Ч811 N . таuм обра8011, 
Р11 JCUДOI парм ( ~ 1 а.) Е -f? :вирааепе а 88e'l' »DY ие 

CSo.De tJ а МОР'!' co,дejWa'l'Ь CJDIВO.DI аз :ковечвоrо мвоаес'l'ва. 

Теоре• дохазава. 
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з.з.з. Алгоритмом отож,цестмевия называется прави.по, хоторое 

позвовет каждой паре ( ,t:., lo) поставить в соо'!'Ветотвие 
один 11 TO.IIЬJtO один вариавт 1)-(: W" ( 1 t, ~о) , пр11 :уСJiовии, что 

w'o ( 1-t, tf'o ) '# ф 
Друr111111 СJЮ:вами, 8.JII'Opllтм отож,цестмевия - это фующия 

Тo(Zt, 1.), хоторая опреде.иева ва :всех парах (~1 /;), дия 
ltOTOpьtX Wo (!t)l.)tp 11 Тo(lt, l.)€Wo(J't,6..) t ec.m 

Wo(l'-t:,lo) .,Ьф. 
ЭТо опредежеиие в дажьиеlшем б~ет свачааа обобщено, а затем 

хопреппроваио. 

4. сисmш и ОПЕРАЦИИ НАд ни.m. 

4.r. Qпред8д8ИИ8 системы. 

ВCSJtOe хоиечиое, :впопе упоря,цочевиое миоаество ми будем 

иаак:вать системой. Пусть система А оос1011Т 11з э.емев10в 

а, , a.t ' ... ,а,... • прnем <2, пре.цmест:вует а; в том и 

то.IЬХо в 10м СJ1УЧ8.8, хоrд,а L .. < j . В а10м 0J1УЧ8.8 1111 б~ем •sобра
uть о11стеuу А :в :вце ( t.t.t, a..t, ... , а...) • TatUDI образом, 

по oпpeдueИIIII А -= (а, 1 a..t 1 ••• , а....) . 
4.2. Равенство cGteм 

Будем rовор11ть, что система А И CJIC'f811a 8 
ес.п. они состоп из одвп 11 тех ае N8118ИТО:В и ec.u. д.жи И11Х -.....о 

OJtИO и то ае отио11епе порs,цка. ДpyrJIIIJI c.IOВ81Dl, ec.u. А= ( 4,1 ••• , 4,.) 
и & -= ( 1 :L , ••• , ~ .... ) , 10 А = & :в 10м • тоnко :в том Co~JV.e, 
ес.п Glf : iJ. , ... , а..м = ~.", · 

4.3. KOВJt8.Т8UU'' систем. 

4.З.I. Пусть даин две сиетеми А= (Q,, ... ,a..) 11 8 = 
= (il,-~4...)· Коикатенацией систем А и 8 вазк:вается с•стема 
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(а, > • -. ) ~ ., (б 4 ) ••• ) 1!."...) 

ЗВаа операции хов:иатеиации мн будем опускать (подобно '!'Ому, :ках 

8'1'0 обнчно дежается джк умвоаевия). 

TIUtИII образом, по опреде.nвu имеем: 

АВ:: (а,, ... ~а..,..)(~>--·,~) -= 
= (f2.t) -··) ~., g-J. t ••• ) ( ....... ~ 

4.3.2. Круrве cкo<S:u испо.IЪзо:ванн В811И дu обозвачевu систем. 

Одвахо В811 поиа,добися саоб:u и д,1111 ocsoзвaчeJDUI порs,цка :внпо.JВеиия 

операциl. Чтоб& В8 :ВОЗИП8.10 двУСII&с.lеВИОСТеl• ПОр!IДО:К :ВНПo.JВeJDUI 

операцвl 11& будем :в да.IIЪВвЬем обозвачать '!'О.П.:КО :uaдpa'l'll&llll 

C:КOбiUUIII. 

4.3.3. Jia,п.IDe В811 час'l'О придется испо.IЪзо:вать пyc'fYJ) систему, 

:ко'l'Ораа ве содеркат ви одвоrо ааемевта. В ваших ОСSОзвачевип оиа 

записв:вается :ка:к ( ) , одва:ко 8'1'0 ве :всеrда удобно, ПО8'1'0му 
д.u пустоl свете~~& будем испО.IЪзо:вать обоэвачепе f21 иарsду с 

( ) . 
4.3.4. Оче:видво, по джк .Dбой свете~~& А 11118ет 1180'1'0 

с:войст:во: 
ФА=АФ=А 

Кроме 'l'Oro, операциs :кои:катеиации ассоциати:виа, т.е. дu .IIIICSвx 

систем А ' в • с И118811 
С: А 8 1 С = А [ 8 С 1 = А ВС 

4.3.5. Пусть В811 даин n 
дu хоикатевадu А j А~ •. • А." 

систем А~., •.. >А~ • Тоrда 
.", 

:введем ОСSОзиачевие С А с..· • 
'-=.J. 

Ес.п "'Yt = О , будем по опредuевu считать, Ч'l'О ~ ,.t~ ·= ..t 
,f....:. ' 1"· ,..,, 
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4.4. Qпемщя (i) 

4.4.!. IIустъ "'\':J" и 14'" - произвольвне :вариавты, а "V; ~ 
и VJ.. - произво.иыше систеiW, соста.впенные из :вариавтов. Тогда 
6киарвая операция ~ иад системами :вариав'l'Ов 81tсиома'!'ически 

опредаиае'!'ся соотиоmевиями: 

r. pj(j)V=V(j)~ =~ 
п. ("'") ~ ( ~) = ( ...,. и~) 
ш. ('1)-)@ [ ('*) v J = [(".) ~(~)] [("') ~ v 1 

IY. ((."_)~] S ~ = [(~) ~~] [V~ S ~] 

4.4.2. Моzио ПОJIУЧИ'l'Ъ явное выражение ДJIЯ \/';с f/i) "'1 . Дейст
вите.п.во, ec.mt V-,c. =.С (..,9-L} ; V"ч =- .ё ("LSci) ; 'l'O 

,:J. ' d=i 
V~8V':t ~ ( ~ ('19~)] (W ( ~ (~i)] = 

С/ •• t d-t 

=с [ ('1}·) (!; [ ё (1.9d·)J 1 = ~ ~ l (~с.·) ~(~i) 1 : '=t с. J-:;! с."'' t#-:;1 

=С ё (~~U~·). 
i:..t j=i 

4.4.3. Из ассоциативности ковхатенации ежедует ассоциа'l'ив

ностъ операции Э . Действите.п.во, IJYC'l'(!Ъ 
"И ) - ) ) "V;=-.C(,9z ; ~=~ (~; ; ~ = (l4c ; 

c. .. l J'=i ~ .... J. 
Тогда 

с~ Ci~] (j ~: ~·[~t8t1!]=~ ·~~~= 
-::: с ё ~ ( ~, v ""i () ~) . 

Z-:;f ~:i -tt:i 

4.4.4. Ветрудно проверить справе.и;пвос'l'ь свойств: 
( ~) ~ v = v. ( 91) = -v-
C"")@ EV';. V2. J-= [(")e~J[C~)(f '\fz: J 
[~ ~ ](i)\f-: [vte V] [Vz.ФV"] 
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4.5. Qпемр« фу!Ътмри•. 

4. 5. I. Введем уварву~~ операци~~ фuьтрацu fi' [ 1Г] , xo-

'l'Opaa орреде.tева ва Еоаестве всех сис'!'ем вариаиrов. Пусть 1)- -

проиа:воnвыl вариаи'l', а V - проиsво.иъвая система вариаиrов. 

Тоrда Р" опреде.uетсs соотвошеИИSDIИ: 

I. r:t' [ ф ] = ~ 
п. Р [с~) v J = ~, с с".) J 14' r -v J 
ш. Fi' [ ( .".) ] : { ( 19-) , ecmt V - вепротиворечивd, 

L IJ , ecmt "'" - про'!'иворечввыl. 
4. 5. 2. Jlerв:o :убедитъсs, чrо ВШI0.1IRJUI'l'CS c.u.цyuqиe свойства: 

(4' t v~ ~ J = (;'Evt J F4'EV'i J 
ft" t ~ [ VJ] = ~ [ V] 

Ec.nt F4'[ С".)J=Ф. ro и pt(."v~)J -=~ 
Ec.nt V'=e=.C'('1},) ; ~:~ (~;) ; то 

~:t t d:t 

~ [V~ Ci'V:, ] = ~ ~ Ff' [ ("'"с: U ~j) ] 
f с.= i ~-=i 

4. 5.3. Пуст:ь ". и 1J"' - проиа:воnвне вариаи'l'ы. Тоrда имеет 
месrо свойство: 

F' [ р с ( ~) ] (jV ( ..... ~) ] = J4' [ ( ".) ~ р [ (1.-9-)] 1 = 
= F'[C"'Vw)J 

Доиазатеnство проводится разбором спучаев. снача.па по:кuем, 

что f' [ F' ( ( '"\)) ) 1> ( ,_,) J = r:;' [ ( '17 (/ ],.)-) J . Посхоnв:у 
всеrда либо Р [( 1)-) J -: ft , .пибо Р Г ("V-)]: (&>) 

достаточно разобрат:ь ~ сцучая. 
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Пус'l:ь f4' [ ( "') ] с Ф . Тor.Jt& 
F4' [ t:t" [ (~) 1 ~» (~) 1 =- 1< [Ф е c~)J• PCФJ=fl 

С дpyrol С'l'ОроВН f1' ( ( ~) ] = ф -=?> F' С ( "tJ' tJ 'l.J) }: ~. TIWIII 

образом, в 8'1011 с.Q'Ч8е ~[Fi'[{'l>)]•(~)]=fi'[(~Cit8)]cФ, 

Пусn F4' [ (")] : { '\1-) • Тor,Jta 
14' [ ~[C~)J•(-w-)] = Fi'CC.")~(~)]•f4'[("U'I8)] 

Таuм образом и в 8'1011 с.QЧ88 равеисnо IIIШ0.111J1e'lca. 

ТОЧНО 'l'U ze .ЦOU.81D8.8'1'C. COO'l'J[OII8D8 fi'(('\1) е fi'((~)J: 
= FC ('\911'1-Э')). 

4о6о {)деМ'ИI * 
4.6.!. Пусn ~ • \'} про•8В0.1ЫD1е с•с'1'8• :варuи-

'l'ов. Tor)UL, по опредеаВD, 111188'1' aec'l'O соопо11епе 

~ *~ = Ft'[~(i)~] . 

4.6.2. иа своiС'lВ операцп фil.u.'l'piЩU • oпpeJte.nв:u опера-

цu i) cpa8J а J10.11Ч8811 с:воlс'l'В&: 

r. ~ * V ,. у* (; -= rlJ 
п. ("") 11 ( '\Э-) == 1=1' с ( .". tl '1А>-) J 
ш. (1>-) "[V~ ~ J = [("") ~-v;: ][(");,1/;] 

I1. [Vj_ v; ] ,. V = (~ ". V J ( v; "V'"] 

4.6.3. Иа acCOЦIIa'l'UIIocп JtОв:ка'l'еиацп • u своlс'l'В&, JPU.

aaивoro :в п.4.5.З C.DJ0'8'1' acco~U~a'l'DIIocn опервцu *' ~. ,Jtdo'l'D 

'l'e.ПtJIO, IIJC'l:Ь ~ = .~ ('\9-;) 1 Vч-~ (Vj) 1 -v; а~(~): 
Tor,Jta 

&.-J. f .-.. .. •·t , 
[~ ·"':i] *~ = ~[~t~·"i J <~''Vi J с 
= ~ с ~ F'[P((.",:ti,..,.;)J e(tц.)J с 

«. ~ L t:=.t A~i 

-=--J ? ~ ~[(~~u·~iv(4)]-
«=t &.::.! ~ ... i 
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Точво '!'8Х ае .цо:каЗJDаетса 

'\/;:.*(''\Г~ tfV-._ 1 = P[V~ е V1 ~~ ] 
OП.Y"Jll! CJreдye'l' ассоцва'l'ИВВОС'l'Ь операцu ~ 

4.7. QпeM!I!ff н 

Эта операция опре.цеака ка IIROae?твe вецу~ сис'l'ем и пре.ц

став.uет co<Sol •в811'1'Ие IПDel rрав11• J110р11ДОЧ8ВВОI'О IIRODC'l'В&e 

IlyC'l'Ь v • .~ ( --tJ.;) • Тоrда ПО 0Dpe.ЦU8JIU) 
с.•а 

i~дv = {~ , eCJIИ "'n ~ I 
- ·; не определен, если '1t = О 

4.8 Опемgи• Х 

Баварваs операция >( (ве пута'l'ь с .цекартоВIIМ проиаве.цепем 

IIRODC'l'В) опре.це.аеиа ка мноаео'l'ве пар систем. Обе сио'l'е&, :к JtO'l'O

po прJDIВваетса Х , .цо.авв со.цераа'l'ь 4&0ЮIJIUOВOe час.. о а.амев-
'l'Ов. При &'l'П JCИ)ВIIIIX )( опре.це.uе'!'са из соопошевиl: 

I. ф 1< ф - W 
п. [("') ~ J )( C(w) ~ 1 = ( ('\9, ~)) [Vi_~C-т.t;:J 
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5. I'ЕВЕРАТОРЫ ПOPS,JUU.. 

5.!. 0пDeJ18.18W 

5.I.I. Пусn а - uроизво.u.вое O~lt'l'И08 :вврааевие, а 

Е - проиаво.п.вое :ковечвое 1111оае~во OCSfoe&'l'ИП :вврааевиl. Пусn 

В' B8JtO'l'O,P08 1111089'!'110 пар ВQ8 { Q. 1 С) 8 Oб..laJtUII!ee CD.Q»-

.... CВOICD81111: 

r. (а,е)ЕБ~а€Е 
п. (а., с) с Б и.. а' Е с -=7 { 4.. ', €) € Е 
m. (a,E)G Е и а.€с'иЕ'сЕ ~("а.,е')~Е 

5.!.2. reвepa'l'Opo• DO:PII.JtU. ва Е вa~DUтcs: Ф1Jur.uJa$(A,E), 
опре.цеавваs ва 1111оаеопе пар (а,Е)ЕБ: и пр'!!Ш18,..,. авачевu :в 
IIВOUC'l'В8 IЦL'f1P"AВIIX UCU8 !'UU:8 Ч'1'О 8С.П С фвхоиро:ваио И 
oo~epa'l' "'))Z. раа~J~Ч~~П обИИIDП :ввраuвd, '1'0 ~(а, с) ус'l'а
uвпмет :ВЭU11Во-<IДВО8В&ЧВО8 COO'l'В8'l'O'l'D8 II8Q1 а €- Е • 8.18-

MB'I'&IIJI 11110&8С'l'В& { ::f. 1 ,J. ') • • • ') '1'L J . 
5.2. ls;tol:gвocц 

5.2.!. I'eвepa'l'Op DO:PII.JtU. fj(O., В.) X9'f01w• ес.п ....,. 

Dбп (a.,j ,c)f Е • (а2 ,с)~ Е .. е" мо'l'О: 
'f/E.' .Е' с~ ц. ~(й.с ,E)<~(<11,E)~9(tlt,E')<gta2, 8') 

Со~ераа'1'8.1ЪВО 'l'&Jtoe опредuевие оавачает, Ч'1'О при 8CD.'l'ВII8 

IIIIOUC'l'В& € 0'1'ИО118ВИ8 ltOPQU8 JtO'l'Opoe задае'1' ~(а.,с), ooxpa

&a8'1'CS:o 

5.2.2. До:каае• :rpuJ18.1ЬВ111 тeopeiQ'. 
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Теорем 5.1. Ес.п (а.,, Е. )~Е и {а_,, €) € Е и <Jfa., с) 
reвepa'I'Op пopsJt~ta, yc'I'Oiчud на Е , 'Ю 

<Е' сЕ"'" <1(a.j, ,с')<: fj(tl..L, Е')~ 
=;> 'J (a.t )Е)< 9 {Cl.z, ё) 

дов;аsатньсm. Проводи'rСS O'r про'rиввоrо. Предпо.аоDМ, чrо 

6'С€ ,~(а.,>Е') <9(a.t,E~. во 3f~) Е)> J t c.lz,c) • из 
опреде.нкu fj(a.., с) и '(/(Clt)F.')<~CQ.t,E') c.uд:re,., по 
O..t'=/aa..J, о Ив <j(0..,€)?~{4t1C) И JC'ЮiчuoC'rR ;j(tl.,c) 
c.u~.,. по ~ (а. .t, Е ' ) > 1 {а 2 , с') . по про'l'uореча,. Jc.IOВIIII 
'1'80pellll. 

5.3. 4 - rеверuоом а & - 1'8ВIР8,ТОРН goмm 

5.3.1. 111cn аоаеС'fво Е удо:ва'!воряе'r о.18д111118117 Jc.IOВIIII: 

ec.u (а' Е) с: Е • '1'0 все Об'ИК'f11118 варааевu, ПОдцае :в Е 
1111811'1' p8UJIЧQIIIIJA-AIIJQ'o т.е. t.A., -,1- ц 2 " 

U.. ~ ~ С.С. Ц. &. € Е ~ 4о [а., ] -,'= 4 о [ 0.. ~ 1 
5.3.2. Dycn Е удо:ва'l'ВОряе'l' Jc.IOВIIII, сфо18Q'про:ваввому 

:в п.5.3.I. Tor,p вавовем ~ -reвepa'I'Opoм,'raaol rевера'Юр пораrд

ка ~ ( U., С) , oпpeдealllllll на Е , по д.111 жтп (.:l,1E~E 
• ( a.z, 2) € Е 11118&'! •с'Ю 

~ (~,е)<:~ <-'<l.t, Е)~ 4о [O.t] <: ~. [a.z] 

5.3.3. J11cn Е удо:вапоряе'r Jc.IO:ВВII, сформупро:ваввому 
:в п.5.3.I. Тоrд,а вазо:вем R. - rевератором 'l'&ltol rевера'Юр по

рsдка ~ (а. 1 е) • oпpeдeaВIDII на Е • по дu жтп (a,,e)t'E 
• ( Q t,f ) € Е 111188'! 118С'Ю 

<J(йt,E).c:a(a'l,E) ~ ~.fa.tJ>t.Cti2J 
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5.3.4. Теоrема 5.2. /, -rевера'!Ор 1 

ЧJIВII. Д<Ж&Зате.иьство S!pnwaп.нo. 

R. - rевератор JC'!OI-

5.4. Пример вeцzotчgoro 1'8118QUO" gopma 

Из опредеаиия reвepa'l'Opa ПОР11д1Еа ВВJtИО, по ов IIJII8.PJ8!' 

:внра.Jtеииа, cOC'!aВJIIUIIIIIe ЕОаест:во С (есв, ковечио, оцрежеав 

.-и атоrо мноаест:ва). Тu, вапрВ88р, ~ - reвepa'l'Op ПJ8С:вu:вает 

вомер I C8МOIIJ коротко111 (:в CllliiC.I8 вy.п.-д.IIJDI) Jllii.PU8ВIIII И8 Е 

l&!'eM BOIIep 2 C811011J JtOpo'I'JtOIV' И8 OC!'U811XCII И '!'од• 

Моиво рассмотреть reвepa'l'Op порижка, JtO'l'Opd присмiiВ&ет во

мер I 08110111 иороuо111 :n ввраевиl С , 88'1'811 вомер 2 C8IIOJQ' 

АПИННОJQ' 18 оС'!'а:ввхса, ватем вомер З C8J1011f коропОIQ' 18 oo'l'aв

lllиxcя, ватем .. вомер 4 caмotq ~OIIJ аз е-.в вeu,po11J118BOJNШDIX 

и -;:.д. Э!От reвepa'l'Op DOPQU веусоrоl:чи:в. 

6. ~ CИCТJII. 

6.1. Qlcnp РР 1 образов 

' 

6.I.I. П:rооr:ь вам Д81111 п 'fDOВIIX JU~P~~Zeвd lt~, l't,, ... , Jt?t 
и "'t't OCSИit'fllliiX ввреаевd lo~, &z,.~, lo11.. PaCOIIO'l'pD ,ре 
ОИО'f881 ) n.. ~ ) 

А = ( ftt~ ..• , 1-t."_ = t<;~ ( t;, 

.5t = ( Zoi,) ... , lo~) = ~~ ( 1ot) 

laQoe 18 upaaвll 1-tt • бr.-е• ваsн:ват:ь Jii122L. а :каzдое 
вврааепе lot 111 бу;це• ваsн:ват:ь oQoaSOJ4 дыры ~-t,· • А бу;це• 
ва8квать систе1101 JtJIP, а .Я. - сио!'81101 образов. 

Кроме тоrо, бу;цем рассмаоrриваоr:ь систему 

А= LlxSL =.с (( ~'\ ~,)) 
L :.,1 



6.1.2. Бу;цем говорить, Ч'1'0 перемеввая ':С входит в систему 

днр 4 , ec.u перемеивая Х входит хотs CSs в Olll:f1 1lJl.P1o при
Вадхе&ВJVII ,6 

6.!.3. OCIOбЩIDI ПОВЯ!'Ие ПО.ЦС'l'&ВОВЮt, ~ое В п.З.2.5. J!yC'fЬ 

",_ -вепро'1'1180речивsl вариант и пусть все перемвв:вне, входsщве 
в сисоrему .цар А , ВXOДII'l' и в вариант 1J . Тоr.ца oпpe.цe.DII 
OП8paцJIII ПО.ЦСТ&ВОВЮt Д111 вариан'!'а " И СИС'!'8- ~ .d CD.цyii
ЩИIIJI C00'1'ВOIII8ВJIJDIJI: 

I. ~ ( ":} ~ ф ) = ~ 
n. Q (~') ( f-t))-= ( ti)o {~~ lt)) 
m. Q (~, ( :r~) d)-= ~(rб~, {cft-)) 6({"19, А) 

здесь ~ - произво.п.вое 'I'DIOВOe вырuевие, ~ 
произ:вольВ8JI свете~&~ .цар, а Gto (-", Et) опер&ЦИII по.цставовхи, 
опре.ц~ввая в п.З.2.5. 

6. I. 4. II;rcn ~ - произво.п.внt вепро'1'ИВОреЧIIВНI вариант. 

Будем говорить, Ч'1'0 f .авuв'1'ся Ч&C'!'ИЧ!DIII вариан'l'Ом д.1R вепро

ти:воречивого вариан'!'а ". , ес.п j:J С."_. 
6.!.5. Пусn .J> - произво.ш.ввl вепро'!'uоречивsl вариан'!', 

а 6 - произво.m.ваJI сис'!'8ма дар. Назовем вариант 1.9- МJ11111118Пr

ВШI дu f и L1 , ес.п "_ со.церzит 'l'O.IIЬJtO '!'8 переменвне 

X0'1'0pbl8 ВXOJUI'l' В j II.IИBA , и при атом ВВПро'!'UОречи:в. 

6.2. Обофиере повпм варвавта оточеQТМw 

6.2.!. вариант .",_ вазнвается вapiWI'l'OM ото..цес'l'Uевu 

.ц.u сис'!'8• дкр А. , сис'!'811Ы образов ~ и веuротаgречивого 

варианта f , ec.u по.цставо:вка oQ ( ~, ~ ) опре,цеJ18ва, 

(;~(~~~) = Jl и f с 1J-" • 
6.2.2. Пус'!'ь А= ,liX'Jl • Тоr.ца о6озваЧИ11 через W(f)~) 

мвоаес'!'ВО всех вариан'l'Ов o'1'0q;ec'1'UeiПIЯ дu i1 , .Л. и f , xo'l'O-
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рве минимаm.Н.Il д.1Ш .f и А • ДруrИIО! СJЮВ8101: 
W(f,A)=: { .-&: 1У- мииимаm.Ш д.1111 J, L1 "'- .J2. ) 

Q ( 19-, ~ ) :. Jl и. J' с -,9- } 

6.2.3. Из определевия W( f> LL) немед.l[екио C.lle,дye'l', 
ч'l'оtя:в.пяе'l'ся час'l'ичвша вариан'l'ом д.1111 .lllбoгo V6 W(f, А) 
Поэтому в .ца,JiьиеЬем ll.ll будем xpano назнвать f •частИЧIU:DI ва

риантом", по,дразумевая, что он JDI.liiieтcя чac'l'ИЧIIIDI .цжа всех 

'1J-6W(f> ~) ВНе З8ВJIСИМОС'l'И ОТ .i(. 

6.2.4. Будем говорить, Ч'1'О вариант -& минимв•ен О'l'НОСИ'l'е.п.во 
Ll , eCJIИ он coдepu'f 'fО.ПЬИ:О 'l'e перемеввне, хоторве вхоДRТ в 

А • --&' МИНВIIUен д.пя: .Ll = .d х .Л. , eCJIИ он минимален д.1111 
L}. 

6.2.5. Пус'fь J' NИJПOI8Jl8H д.u А . Тоr.ца .пбой 
-1}-€: W ( f, .d-) мииJIМВJiен д.пя: А . ~ме того, тоr.ца всеr.ца 

B.llПOJIНeHO СОО'l'НОШ8НИе 

W{p, LL) с w(Ф, Lt) 
В общем с.цучае .пбой частИЧН.IlЙ вариант р 110uo предс'fа-

вить в виде f = .fo U f i.. , rде ft - IIIDП048.J!'eн д.1111 А и 
fo n f i = ф • При этом, очевидно, Ч'l'О 

"'" е v1 ( fo .Ll) ~ 1J-() f .t с W (.fo t/.f:J. , А) 
Поэтому W( fo.,A~ и W (f., А) содержат о.цииахо-

вое хожичес'l'во вариантов отоидестВJ18вия. 

6.2.6. Теорема 6.!. Множество W(f) Ll) конечно д,1Ш 
JIIX11iX .f и Ll . 

доiазатеnство. Предс'l'авш& _fJ в виде f с fi (j J:J.. 
где .fo МИНJIМA.D'J.R.IlЙ д.1111 ./L ц, Jo n fi = (2f • В СИ.JУ замечаний 
пре.цндущего пувх'fа 

'vJ ( f, .fl-) = Vv'(fo И f:t ') .Lt) с W(f:t ,А) 
Однако, W ( f i '> .Ll) содержит сто.пьи:о же э.1емеитов, ско.пьи:о 
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• W ( ";, 4.) . ПO&'!OJIY досоrаточво похазаn конечвосn 
W ( ф > .4-) • ЭТо 80DO CJ;uan дос.ао:вво повторяа paccy:Qeвu 

оrеоремк З.I. 

6.3. 06odpge DOМtp 8д'()QUJa OT911IQCЩ8НIII 

6.3.!. Обоб.- uoюu urоратма O'l'OQecтueвu, даииое в 

3.З.3. Буде• ваавваоrь ажrораnю• ooroaдec'I'В.Ieвu правuо, кооrорое 

каадоl совоqивосп ( f, А.) става,. в СОО'!'ветс'l'П.е одив а 
то.п.ко OJ;II& :вармвоr ".~w'(f,A.) при ;ус.аоuи, Ч'rО W(f~ ~)#~. 

ДpJI'ИJIII с.ао:ваu., a.II'OPJI'I'II O'rOЖД8CD.1(8IUUI - 8'r0 фув1tцвя 

'Т'{f,4), кooropu овредеава д.1Я всех (f~ А), да кооrормх 
W (f ,LI.):;Ь,P , DPIIЧ88 'r { f) .Л) ~ W (_f7, .А) 

6.3.2. ОЧе:вJ~АИо, Ч'!'О опре.це,жеJUtе uropa'!'IIВ ото.";ес'I'В.Uвu, 

даивое :в п.6.3.I 8.1D'188'!' в себя хак чac'!'IDIЙ cqчal oпpeJ;ueue, 

даивое В D.3.3.3, DOCJ:o.п.Jty 

гп ( rt:., z,) = Т{ !Р, ({ '-t:, 1о ))) . 
6.4. luopgppмmo мropuw o;opoczмow 

6.4.!. ОбовваЧIIII через V(f,.A) Ф1Juщol, JtO'l'O!)ВJI опреде.uва 
дu zu..ol СОJ10&1ПВОСП ( f, ,Lt.) а авачеuе• :кooropol да :ваа-
доl СО:ВО:куDВОСП ( f? ,il.) JIВU8'!'CJI CRC'r811&8 COC'!'&Uellll&ll R8 

вapuaoro:a O'l'OQ8C'l'U8ВU wawwu.вп да f • .IL • ЖPJ1'IID 
CM:в&lll. V( f' .Lt) = ( ~~, 1512, .... , '\9~) 

• JIPII И011 
1л1 ( f "> ,Lt.) = { '19:t., ~z" .. _ > ~.,., J 

T&D8 обр&8011, ео.п W ( f) .А) цp8ДC'r&UII8'r собо1 R8:J'IIO

pqoчeпoe •oac'l'JIO :аар118П0в O'fOQВO'l'В.DIRU, 'fO V( f, А) - aoro 

JD RUO'fOpilll ciOpa80111JIO.PQ0118RR08 &ODC'l'JIO, XO'l'S И COC'r0J111188 

И8 'r8X Р :варUИ'!'ОВ. 
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6.4.2. Будем говорить, что задав упорgдоЧJIВАщd 8.1ГОрвтм 

ото~еств.~екu, ес.п задана фувкция V ( f ) А) , а фупцвя: 
Гf1 ( f А') опредuена равевсоrвом 

' 'Г{f,.IL)= ihvfV(f,A) 
ОЧевидво, что ГГ' ( f, А) прв: атом опреде.иева тоrда в: 

то.п.хо тогда, когда W ( ~, LL) -F ф , поок()J[ЬJtу 

W(f> .Л)=~ <{;::9 V(f,J1.) = ф. 
В даJIЬВейmем 11& будем рассматриваоrь то.п.хо упорgдо'ЧИВ8.11ЦВе 

а.игорв:тмн ото:-.цеств.tения, позтому вместо •упорs,цочиващd а.JГОрвтм• 

будем говорить просто 88.П'Орв!'11•. 

6.4.З. Будем говорвт:ъ, что два 8.1П'Оритма ото~еств.иения э:кви

:вuевтвн, ес.п они задаи 01f11Y и ту ае фуи1Щию V( j, .iL) 
7, ПРОЕКТИРУDЦИЕ AJП'OPИ'Dibl ОТОIДЕСТВПЕНИЯ. 

7. 1. f!IМot :вмвоиимnсть. 

7.1.1. назовем совохупиост:r. (f, .LL) оrочкой. Предпо.иоИDI, 

что 88Jt8.118. совокупность правu внвора, 'f81tИX что :ка:-.цое правцо 

BIDOдa ставв:оr в соответствие :ка:-.цоl точке ( f> ./L) , вообще говора, 
несколько .цруrих точек. Ес.п 'fОЧКе ( J, А) ставв:тся в соответ
соrвв:е точка ( f', А) по одному из право :ввво,.а, будем говорить, 
что 'fОчка ( f', /1.1 ) JПI.IЯe'fcя непосреJUm!8рнм с.~еJСтвием 
'fОЧ:&И ( f ') .tt) • 

7.1.2. Будем говорить, что точка ( j') Lt') ЯВ.JШется 
~ вепосредсоrвеННШI с.педстввем точки {f, ..if.) 1 eCJIIII она 
.IIВ.Шiется непосредствевннм с.пе,;ствием ( f, JL) по одному из прави.n 

BIDOдa, перечис.пеВИJП в этом пувхте. С.иабую непосредствеивую выво-

димость ( f', ~· ) из (f ,./1.) будем обоэвачать через 
{f,.IL) ~(f',.Lt!) 1 и 

OПIIIIIeм теперь прави.па ВIDОда. Пусть 4-t, lt > lt - проиэ
во.пьНЬiе типовне выражения, ~ > g,' > g•" - nроиэво.пьиые объекТRiiе 



внрааеиu:. Dусть :С - проиs:во.п.ная пepeмeJDWI, а i ::с - произ
во.иъиое объектное внрааеиие, :которое .IIВ.IIIeтc.s: подхоДЯ~UD~ 1t перемен

ной ':С • Заданн с.еду~~~~~~е правuа вн:во.ца: 

Р $ • 11!J'A1ПflЧ'' ШШМ 
( f, А:с ((ф.,Ф))~) ~ (f, Lt~A;) 
Правuо р $ З8Jtlllll8eTC.S: в TC'II, что из А IIODO 7Jt8.1DITЬ 

ПроИЗ:ВО.П.J1111 пару ( ~, rzj) , COCTOJIIIIYII ИЗ ЦJСТОЙ дырН И Ц'f'СТОГО 
образа. 

РВ ~ • Пооцтиоомре С1Q6о:к 18J0e 

( j, Ll-~ ( ( ( 1; ) 1.;'' ( lo') lo")) Al) ~ 

~ ( f' Ll-ж ((;;)е:)' ( 1;' i."))Lt1) 
ПpaвiiJIO с:водитс.s: :к тому, что .IIXSYJI пару из .А , :которая 

цеет вид ( ( ~~) 1; (l_' )! :') моuо заменить на пос.uдова
те.п.иость 1US1X пар (f~, f~) и ( ~t:11 ) lo") • 

Здесь испо.п.зуетс.s: одно и то ае ооозиачеиие AU с:кооо:к, вхо

даiИХ в JIIIP8P!WI и AU скобок, изобрвzаnqих систеiiЫ. Мв ве ста.ии 

вводить д,и11 них раз.пчвке обозвачеиu:, тaJt иа:к из Rоите:кста всеr.ца 

будет ново, о :кахвх С:КОСS:ках идет речь. 

PBR.. Пооехтиоомвg Qlo6QI пррое 

(f~ ft~(( G~ (~~'), ~'(1.")))~//) ~ 
~ (f ~ .Ll~ (( i~, Ео'), (;;, lон )}Lt(/) 

РХ С • ПооехтиоомRRо 881QПОГО NQJПАИИЯ пере•mюl 

( f, LL:c ((:С, k;c))A1) ~ 

~ ( fИ.(( -;е, ~:~t )} '.Ltx ((ф' ф ))LL~) 
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ВХоцеиие переменной назнвается З8Jtpll'l'g, ес.п оно прИ1!8.ДJ[е

:uт дыре, состо.цей 'l'OJ[Ьlto из этой перемевной. Цравu:о РХС. приме

IШIО 'fO.IЬlto при yCJ[o:вu, что fU{(x) 1~)} иепротuоречив. 
р Х l. Пооехтиоом"'е вхореиия церемеивоJ .JеВОе 

Cf, fl.~ ((':C~t, g-.c ~.)).А~) ~ 
~ ( f U{ ( ~' ~~)}' ./l.-.(! (( ~t:, €. ))Lf..:~) 
Правило PJ(l примеRDО при yCJ[O:вu, что f V{(~, l:IC.)} 

вепротиворечив. 

РХ R.. Пооехтщ'RRРе Щ!)JЦевм церемеgоl ПР8.10е 
( f, fl.:e (( €~ Х, ~ k-:c ))А1) ~ 
~ ( f V{(-:c) €~)}' .А :с (( ~~> l.)) .ILi) 
Правuо РХ' R. примеВDIО при уСJ[Ов:п, по f U(( Х:) I'JC.)} 

вепротиворечu. 

Бу.цем очи'!'ать, что .цруrп правu внвод.а, хроме Р-1 , РВ~ , 
PBR. t Р)(С t f>.XL., И PXR - R8'1'o 

11 А'') ·?.I.З. Бу.цем говорить, что точиа ( f > ,.;&. СJ!або :внво-

( 1 л') .цится из точки f , .L'- , есп существуе'l' таиая ПОСJ[е,цовате.п.-

вост:ь '!'ОЧек ( fo, А.о) ) { f j') .it~),, .... , (f"', А,.), Ч'I'О 
. (f1) ~) '= {fo, .i'Lo) '(f'', Lt") = (Р~ .л~) 

, ..1 J' )о и д.u .DXSoro t.:: ;&'> .:t, .... , "')1. имеет место ( Pi-.i Ai-;t ~ 
о ( ) ( 11 '') J . ) ~ f ~ .Ас_ • Есп f ') Lf. CJI860 ВНВО.ЦИТСЯ ИЗ (.f~ .i\.1) 

бу.цем пи~ть ( f', L\.1) ~ ( f '', А.н), а пос.е.цовате.п.вос'!'Ь 
точек ( f о, ~) , ...... '> ( f-к, ~) бу.цем назнват:ь CJraCIШI 
ВИВQДОII (f'1,.L\11 ) ИЗ (f 1,Jt'). 

7. I. 4. Точку ви.ца ( f, rzS ) назовем хоипевоl точкой , 

а всЯJtИI внво.ц ви.ца ( f, А.) ~ ( ""' f/J) назовем хоипе:вим 
вмвопом. 
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7. I. 5. ToЧJty (f, .Lt) назовем c.l86o !JПIIIOВOЙ тoЧJtol, 
ес.в она .ие .IDI.IIIeTCII хонцевой тоЧJtой и в то ае вре1111 из нее ие.пьм 

DO.JY'DIТЪ ии одиоrо CDCSoro с.едствu. ВЫвод, oxaJIЧИВ8.IQIЙCII с.иабо 

'I')'DJDtoвol 'IOЧJtOI, назовем OJraбo тymntOBШI. 

7.2. Равr А 

7 .2.1. Каzдоl системе дыр L1 поставим :в соответствие 

иатурв.n.иое пс..о N (.А] в соответствu с cooтиomeиiiiiD: 

I. N [ф] ==о 
п. л/ [ ( rD) ] = i 
ш. л/ [ ( cft) .!1] = N' [( ~t)] + N ( i1] 

IY. л/ [ (?С '-6) ] = ~ + N [ ( lt) ] 
1. N [ ( ( ~~) :; ) ] -= i. + 

+N [( l~)] + N[( :;) ] 
ОЧе:вцио, по соотио•е111111 I-Y одвоавачио опреде.uи /V[4]. 

Назовем чис..о N ( L1] D8JII'OI свете& дыр i1 
7 .2.2. Пустъ А - систеJВ АВР• а .5l - свете-. образов. 

Пустъ А= AICJl. Тоrда раиrом систе1111 А вааовем pur си

сто& i1 • Тaull обре.аом равr jl ие suисит от St . Оdо
sиаЧ8 !J[IL]= 1\/[А]. 

7.2.З. НетРJХВо доusатъ c.u..,...e норе•. 

ТеоМ!f! 7.1. Ес.п ( f '> .а)~ (.f')it.') , то раиr LL' иа 
eДJIIUЩJ М88Ъ118 равrа iL • 

Теорема 7.2. IJ10Тlt sадав хоицевоl :вJDОд (f, А)~(",~) 
Тоrда д.1П111& атоrо :вввода равна раиrу А . 

Qмиспu. ВСе концевне выводи из тоЧJtи (f~ А) 1111811'1' 

OДIUI8JtO:ВYJI 11iDJlY о 



7.3. Вмво,ц ррщтов 

7.3.!. Будем rоворить, что вариаи'!' 1-" са6о :выводи'!'СJI из 

то'ЧКИ ( j, А) , ес.п существJе'!' в:овцевоl :вывод ( f, .А.)~ 
-4 ( ~, ф) • а сам &'!'О'!' вывод б;r.цем вазвваn ВliiВOJ;OM вариаи'!'а ".. • 

7.3.2. Индукцией по р81П'1 А жеrв:о пов:аsа'!'ь справед.DJВОС'!'Ь 

С.18д111QеЙ '!'80р811Н: 

Теооема 7.3. Ес.п вариант '1.9- с.rабо ВliiВOДIITCЯ из то'ЧКИ 

(f, .д) , то r&~W(f, Lt) и наоборот, дв .Diбoro "cWlf, А.) 
существ1ет с.rабнй ВliiВОд ( f, А) ~::> { "'19 , ~) , 

Интересно о'1'118тить, что теорема 7.3 остается справе,д.l[ИВОй, 

даае ес.п мн ве б;r.цем поnsоваться правиmtми РВ R. , Р ХС , PXR. 
В атом смыс.:ае набор правиж, перечисжеввкх в п.7.I.2 иsбW'!'очеи. 

Бо .. ее тоrо, в OC'l'&IIIIIIXCII пре'811J!8х Р $ , Р f> L , Р Х L моuо 
по.-опть А~ = fD , и теорема 7. 3 все равно сохраняет сиzу. 

7.4. Сщщ ВНВQЛ!М9СТЬ 

7.4.!. Пусть At =А~ )(jl:i , А1 = Llz. )(JL2. • Будем 
rоворить, что ТО'Чв:а ( f J., .Lt.:t.) пара.чеща то'Чitе ( f а., ~'2.) , 
ес.п ll :L = d .t. • Будем sаписввать параuеnность точев: (f ~ ,Ai) 
11 ( .fz. 1 .А~.) в цце ( f .t., А~) 11 ( fJ. J да.) . Будем говорить, 
что шаг (.fi, Ai) ~ (ft.,A~) пара.uе.:аеи Jllai'1 (fz.J L/..2.) ~ 
~(~)~). есп 

(.f~,.дt)l\(f.t,ALJ 11 (f; ,~)\l(f~.).Л~) 
7.4.2. Введем теперь варидJ с ПОИЯ'l'llем са6ой внвоJ;ИМОсти по

иятие cJUЪИol ВliiВOДIIIIOcти. Будем считать, что RU,Цol тоuе (.f., iJ.) 
ставится в соответствие вооб1118 rо:воря иесв:о.п.ко .цруrих точев:, в:о

торне 1111 б;r.цем иаsввать cиniDIIOI вепосредствеJIИНIIИ c.иeдcтiИJDIII 

этой точки. Ео.1и { f ', ,LI.1 ) - сиnвое иепосредствевиое следствие 
ТОЧIШ ( f, .Ll) - б;r.цем писать 

( f' Ll) ---7 ( f,., Lt' ) . 
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( 11 .11 ") 7.4.3. Будем говорить, что точка f " ~.. си.пьио :вuво-

( 1 А') дитса из точхи f , .... , eCJDt с~спует такая пос.аедова-

те.иьность точе:к ( jo, .А.),~··, (f.").t1?L)o что (f',.tt'):(fo,Jfo), 
(f '' LL'') = (f")'t А".·) и д.пя JШ6oro l = .i J .2 > ••• '7L 

) ' ' 1 ') ( f' -.f ~;- .i) ~ ( f,· ) д;) . ECJIИ (. f ') 11 си.иьно :ВUВОДJIТСЯ 
из ( f; .Lt) , будем писать ( f, _а) ~ { f 1, .fi'). 

7.4.4. ~ем считать, что отношение сажьной вывод2110сти 

удоваетворает треСiоВВИИЯII: 

1. ( f' .L'L) ---? (f'' Lt') *9 
:::;> ( f., LL) ~ ( j '' Lt' ) 

п. (f, .Ll) ~ (f:t,.Л~)} 7 
( f., Lt) ~ ( f.t' .Lt..,t) 

-==; с r~' LL.t) н ( f.t> .A.t) 

ш. '"\J- с W ( f, LL) ~ 
С,.есuует :вuвод: (f, А) ~ (.,э., szS) 
7.4.5. иа своlств, перечисжеиных в п.7.4.4 моаио сде~ть 

c.Je~e ВIIВОД&. Свойство 1 означает, что с:uьвая вывоДИIIОсть -

:всеrаа частвd СJ1уЧ8.Й с.па6ой выводимости. 

Из своlства П сжедует, что все си.иьине непосредствеиные 

сжедст:вu из ( f, .Л.) :всегда моаио по.пучить,по.иьзуясь то.пьхо 
Qtllllll пра:ви.10м :вuво~ и примеиял это правwю то.п.хо х одио.lt дыре. 

Из свойства Ш с.Jедует, что все _" ~ W ( .f > .iL) моzио nо.иучить, 
по.иьзуsсь ТО.П.JtО с:uьиой ВЫВОДИIIОСТЬJ). Испо.п.зуя свойства 1. n. [il 

и провода JЩЦУ1ЩИ11 по рангу .fl , моаио до:казать CJieд1DJ(YТ'j 
теорему: 
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Теорема 7~4~ .11116ой си.пьиый хонцевой ВЬIВОд из (f~ А) яв.~~~
ется :выводом нехоторого "_е W( f-. fl.) 1 д.ии .IDXSoгo 
--&Е kf ( f) L\.) существует ОДИН И TOJIЫtO ОДИН СН.П.ИЫЙ ВЬIВОД ЭТОГО 
вариаита из (f, ./1.) 1 

7~4~6~ В дапьиейmем нам придется иметь де~о в осиовном с 

СlUЬИОЙ ВЬIВО,д11110СТЫI, Поэтому 111i будем :вместо •си.иьвая ВЬIВОД1180СТЬ• 

говорить просто •вывоД8МОсть", а вместо •свжьаое сжедствие• проото 

"с.аедствие• и т.д., особо оговарi!ВаJI с.иучаи, коrда будет ид'l'И речь 

о ~ой выводимооти. 

7. 5. Упощшочеиие :вродов 

7.5.I. назовем точху (f,.i1) цпgовgl , ео.п она ие яв.u
ется концевой и ео.п нет ии одного с.аедствия из зтоl тоЧJtИ. :внвод, 

хоторd о:каичиваетса '!'УПИltОВОй тo'Чltol, назовем туппоВЫII. 

7.5.2. назовем ТОЧltУ wозиачой, ес.ии существует ровно одно 

ежедетвив из этой то'ЧltИ. 

7.5.3. назовем то'Чltу иеоmюзиачвоl, ео.п А~Ш нее сfll(ествует 

бО.П.118 , чем ОДНО CJie,II;C'I'ВJI8 • 

7. 5.4, ПредпожоDМ теперь, что ха:&ДОI переменной Х , имею
•еl мвоаество подхоД~D~П :ввражевиl ~~ , постав.иеи в соответс'!'ВIIе 
rеиератор порs,цка <t?e. (а. 1 С) , опреде.;в:ениыl на миоzестве 8; 
пар ( (1. 1 €) , TSUX, ЧТО ~ yдOВJie'l'ВOpge'l' XOT.II б& одному ИЗ 
усжовd: 

I. ,:1 ~."Е S!,c ''~ f.Jl~ "J l.( 1." ~с =Ф '~ 6 с 
п. lt l.t Edt.,c, ~.t(fdl"', t~ f.t ~с~~ 6€ 

тапе rеиераторн порs,цка существум. например, 1, - rеиератор и 

R.. - rеиератор oб.uaдall'l' T8IODI свойством д,и .IDXSoro ~ • 
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7.5.5. Теперt. рассмотрим произво.иъву~~ точху (f"J ..(t) • Y'пopg
дoЧJDI вое cuдcorвu из втоl точки с.а.цущим образом. 

Ес.п точка :ковцевu, 'f1IIIIJtOJIU 11.0 о.-возвачи.аs:t то упорцоп

ваоrъ вечеrо, ибо 11118eorca ве бо.ее чем одно с.иедсnие из (f, .А.) • 
Дредпо.жоа~~~~ oreпept., что точив. веодв:озвачи.аs:. Тоrда corJIElCВo п. 7 .4. 5 

все cuдc'rВJIJI из ( f, .А) по.wучаиса .1116о с пoa>~ll правuа 
Р Х l , .п6О с по~ правuа Р Х R. • Позтому Dlбoe OD.J;C'l'JIИe 

из ( f, А) 11118eor вид: ( f (/ { (-:с > t") lA?. Обозначим 
Е ( f> .до) = { 1-:е.: {f, ~) ~CI{(-:c:. f.:) J ,.д.')}. 
Рассмооrрим оrеперъ два pa8.DIЧIIIП c.~eдcnu из ( f, А) 

( f, LL) ~ (fU{(-:e:.l.:_'>)} ,А•с1)) 

( f, Lt-) ~ (fU{(~' r..:~>)}' А1(2>) 

r t--C'> J 1(1'\ Будем счиоrаоrъ, что о.uдсоrвие ( f V t. {?С, G ~ ) ,~ ) .IUU.• 

чем са,цсm~Ие ( f <1 f ( 7С , ~ ) } ) if! (2.')) , тоrда и то.п.ко тоrда, 

хоrда ~х( ~~·>' c(f,LL)) < 3~(1:2)' ё(f,~)) 
7.5.6. TUИII образом, все CUДC'fВU ИЗ ТОЧU (j~_, Jt) IIODO 

перевумвроваn, в COO'l'Jie'fC'l'JID с введе11ВН11 в п. 7. 5. 5. опо~~ением 

поРQJВ.. J -е cu.J;C'lU8 из ( f, "'-) .обозначь чepea(~·cJ~_AC'J)) 
Ясво, что по опредеаВDI J = ~-:е ( 4: J), 2( f, ft)) и 

y'cJ> ::: f v(( -;е' ~.,[J>) J 
7. 5. 7. ТеперJо JПOPIJJtOЧИМ вое :выводы из фuсироваввоl точu 

(fo,A.). ])пем rоворИ'fЪ, что :вывод (fo,~) ~(f~,~) 
.1евее, чем :вывод ( f •, .Ао) ~ ( f.t.,. .iL.,t) , ес.111 

(fo,.A.) ~ Cf) ~)~ ( r•(JI), A(J~)) ~CfJ.,~) 
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( ) • ( ) /. 1 ( Jд 1 ( Jt) \ /. '\ fo' .А., ~ ) > il ~ ~) '/l. )~tf.t >fl.tJ 
' ' И при ЗТОII d 1. < J.t 

7. 5.8. По.:п.зуяс:ь опре.цевиием п. 7. 5. 7 11Ы '1'8Пер:ь моаем упоря-

дочить :все хоице:вне :вн:во.ц~з ( f, Lt.) , а звачит и :все· "~ W (f, il.) 

7, 6. ОпреJМ8ре пооехтирmgего 8JП'ОРИ'l'МВ. 

O'fOI][!CTВ.JeW 

7.6.1. Соrасво п.6.4.2, ...-того, Ч'l'Oбlil опре.це.пт:ь упорв,цо

пм,.... aиropa'l'll O'l'(ЦJt8C'l'JI.I8IWI, ,~;остаточво задать способ :вкчас

.пвu V ( f, fl) . 1Ь1 опре.ц!.ПII V( f, .А) ВВИН11И pexypcив-
IUIIIII COOТНOII8ИJIJIIIIIo 

I. V(f,Ф) -=Jf) ' ' 
n. V(f Lt) : С V()'C1) A•fJ>) 

' ' J ' d"=• 
ес.а ( f, А) не концевая точха, из зтс;>й ТОЧltИ :вк:во.цится ровно ~ 
ве~аосре.цст:веввых с.ие.цсt:вий, и ( j' (JJ > А' (J)) есть ~е 
вепосре.цст:веввое СJ(е.цствие из ( f, А.) • 

С1уча1 П фор118.1ЬВО ВIUШЧает В себя с.цучаJ1 туmпtО:ВОЙ (е'= 0) 
одвозвачвоl { l = 1.) и нео.цнозвачной ( (. > J) тоЧJtИ. 

7.6.2 • .A.1ropllll'1' отож.цестuевu, опре.це.иеВIШЙ п.7.6.!. 11Н 

бу.цем называть проектир!Р"' аиrори'1'110м отоидестваевия. 

7.6.3. Оче:в11ДИо, что ес.ии ~6 W(f, А) .-t~W(f, А) 
и при зтом ~ пре.цшест:вует ."."_ в V { f, ,Lt.) , то :внво.ц 
( f, Lt) ~(19;t ') Ф) же:вее, чем :вн:во.ц ( f,LI.) ~("-?t, rz$) и 
наоборот (пра ус.иовии, что 1/'( f, А) опре.це.пево corJrВ.cвo 
п. 7. 6.1). Э'rим llli бу;цем ивоr,~~;а по.:п.эоват:ься в ,11;8..:1Ьнейшем. 
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7 • 7 • 3аме'Чf!ИИ!J 

Пре~ пукхтами введены ,J;Ва поипия внво;цимости; с:uьаой 

и. с.иа6оl. lloa:нo. :конечно, 611.10 срезу опре;це.п'!'ь поипае с:uьвоl 

выво;цимости., о;цнахо c.u~e oooбpazeНIIJI IIOI'Y'l' •оправда'l'ь" c.186YJ) 

:ваво;цимость. Ясно, что .11116ol пpoex'!'и.pyJIIIIIIt 8JП'ОРИ'1'11 отоz;цесТВJ18ИИ11 

по~остью задае'l'ся уставовжевинк A&R веrо о'i'Воmеви.ем о:uьвой :ва

воюоюс'l'и и '!'ем. :кахие rевераторн порq;ка сопос'!'аuевн перемевинк. 

О;цкахо, всеr;ца с:uьвая выводимость oxa81D8e'!'cs чао'i'ИНМ с.иучаем 

слабоl внво;цимос'l'и. Тем самым спабая выводвмость хара:к'!'ериауе'!' 

особениости. общие д.1111 всех IIЬic.DIIIП пpoexпpyDIIIIX &.ll'OPИ'l'IIOB 

отоzдеС'l'ВJiенвя. Между тем, вн6ор тоrо ILIИ ивоrо oпomeНIIJI с:uьвоl 

:ВЮ!Одимости во NRoroм прои.зво.пен. В CD.QIIIIIIX p~ЩJte.at фор111.пруиса 

вехоторве ус.поввя.при хоторкх проехти..РУDQ~~е 8.1I'OPИ'l'IDI отоа.цесп.е

вu JIВ.IIIIn'CS З:КВ:ива.-еН'l'ВШIJI. При. 8'1'0М OUЗJD88'1'CS, Ч'l'О В И.ЗВ8С'1'-

ВКХ пре;це.пах отвоmени.е CИJIЫIOI ВЫВОДИIIООП IIODO 118UТЬ ПроИ8ВО.IЪ

ВО, ве мевяя \Т( f, А) . Ясно, Ч'1'О в атом с.иучае вн6ор тоrо 
IL1Dl ввоrо отвоmени.а с:uьвоl :ВВВОДIОIОСП во NRoroм D.IJ[e'l'CЯ де.10м 

coraшeНIIJI. 

в. УСТОЙЧИВОСТЬ 

8.!. 0пpeURQ8 УС'fОЙ'UОСПИ 

БУдем rо:ворв'l'Ъ, Ч'1'О uropи.Da oтoz.цec'l'U8вu JCtOiш• ео.п 

J(.D Dбol точu ( f ~ А) В11110.111ево ра:вевс'!'ВО 
V(! ~ ./1..) = ( .f) ~~ V( ~., fl-) 

Н81аа (Snplhra• задача - ваlп доС'l'а'fОчвве Jc.tO:us:, при. кото-

рнх пpoexпPJIIIItlll uropв'l'll o~eC'l'JIJI8ВU JC'l'Oiчu. 

8.2. Пррпир пам!МWfосu 

8.2.!. Пус'!'Ъ f - вeкoтoplill вар:ваи'l'. 06озвачим черезХ(!) 
мво~ес'!'ВО тех перемевинх, :которые ВXO.)UI'l' :в f . ИНаче 
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8.2.2. БJдем rо:вора'l'ъ, Ч'fО urop•п o!'O.дec'I'В.IeJIU ТNJUS'I'

вopae'l' пр!DЩIЦУ иараuе.п.вос'l'•• ес.в ВIIIIOD8RII два усао:вu: 

I. Пус'l'Ь (fl)iLJ.)~ (f~>~) и(f~,А~~(~~).4~) 
Тоrда, ес.п '1f(f~) =JC(f.,t) • C.fs,~)ll{f.t,4t.) • 
'1'0 • ( fl , Lt.L) \\ ( fl ) Lt.i) . 

П. IlyC'l'Ь 8- 'I'UOI В&р118В'1' 1 zиopd OOД8pD'I' 'l'O.IЫtO 'I'UU 

иepeмeИIIIIe, :ко'I'Орне ве по~ в А . Torp С\. ) 

Cf) Ll) -7 {f ', Ll') ~ (fU~, LL) -7 (f1U6 , Lt' 
8.2.3. В п.7.4.I б~ ~о 0Dр8Х8Ж8В118 8118•JаЖЪВОС'1'11 ~ 

•аrов. Опред8.1И11 '1'8Перь паре•nnв<~С'I'Ь :вuожоа. .ХМ u:вор 

( ~ ~ ,д.t) ~ (~~ ,Jt~) • (f.t) ~ ') ~ (f.a.') 4) 
пара.uе.п.вн, ес.п OВil И118М OДD8JI:OBJ8 ~ '11.. и ес.п ~ 

DJCSoro k' "V\. t -А 1111r пер:воrо ВJDОда вара •;rue11 1/t ..", 
ury в'l'oporo внвода. Оrвонпе ~~&раuе.п.вос'l'и :анвожо:в рефиеzспво, 

С1111118ТРИЧИО И 'rpallU'I'DВOo 

8.2.4. Ес.п :внпо.~~~~~е'I'СII прJDЩJШ иapa•nn.вoc'l'll, 'l'O все ВIIВOIOI 

о.цииахо:воl .ц.DIUI u фасиро:вапоl '1'01IJUI ( f, iL) - пара.uе..&~~~~. 
В Ч&C'l'HOC'l'll, все :КОJЩе:а&е ВIIВOJ;II 11З 'fO'(U (f, .,tt.) пapa.ue.п.JD~. 

8.2.5. Пyc'l':r. 8- содеро'l' 'I'O.IНO 'I'8Jtlle иepeмeИIIIIe, ко'I'Орне 
не вxoДII'I' :в i\. . Тоrда из пр1JЩ1118. пара.uе.&ВОС'I'И с.ие.цует, Ч'I'О 
8ес.п (~,А)4(~',~') , '1'0 и (!!IS",iL)~(j''uЪ,~) 11 ваобо
ро'l'. Причем эта :анводн пара&n.JЬRН меq ообоl. 

8.З. Вmlп!!ll!l цeneuJИ& 

8.3.1. Рассмотрим про118ВО.п.нрl CI1C'l'8JIY ;цнр ,l1 • Ясио, ЧТО 
:в общем с.иучае в А 110&8'1' вхоД11ть неСИРJП>КО раз.пчннх перемен

ннх, причем :каz,цаа перемевиu моzет входить в А веско.1Ыtо раз. 

Перенумеруем с.иева направо все вхо.дения всех перемеiDПП в ~ 
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(не О6р8111ВЯ 'ВfiИМSBИII, К :какой ИЗ переа&еИЮIХ ОТВОСИТСII RU

дoe вхоQеиие). Обозначим /г. -е по счету вхоцение через tQ А! • 
Чис.ио ./г. назовем rеометричвриg номером вхоQения J' 11. • 

8.3.2. Пусть 't - вехоторое вхоQеиие ие:котороl перемеи

иоl :С , и пус'l'Ь перемеииой :t поставжен в соответствие I'вне

ратор порцка fjж(a, е) . Тоr.ца будем rоворить, что rеиератор 
ПОрцка fj ?С ( (Z 1 С ) ПОСТав.118Н В COO'l'ВeTC'l'ВJie ВXOJrДeiiJII) ~ • 

Генератор поря,цка, пocтaв.aemudt в соответо'l'ВJ!е вxoJrДeИJU) ~ , в 

.ца.п.неЬем будем обозвача'!'Ь через hl( (а,€) . 
8.3.3. Рассмотрим произво..п.иуli rочху (fo) Ао) , rде 

.IL.o = L!oiCЛo , и все :ковцевве вывода И8 атой точu: (fo, .d..):, 
~(~, ,zS) • IIyC'f:ъ веетса n вхоQеиd перемеВIUП в А. : 
't/l,';ft)•-) '1!'- • Будем rо:ворить, что :вхоJrДепе 'f* пр:111Ш188т 
эвачепе В~~: ~ вар118Вта .".. , ecu "" JIВIИe'fCII вхоJrДе-
иием перемеииоl Х. и ( 7::1 ~) € '19- • Ясно, что дв JWЩoro 
~ ~ W ( f о ') Ао) JtaJQtOe вхождение прИDЕет :какое-«о авачепе. 
И наоборот, ecu иa:вec'I'IUI аиачеJUШ всех вхоq;ев:ай, по IDDI о~о

звачио IIODO :восс'f&Воuт:ъ :варuвт "". • 

8.3.4. IIyCT:Ъ ~~~ '.t) . •• 1 в~ 8ВaчeJDUI ВХОQ8UЙ '/41 ~~1 .. ,1~ 
Составu c:acтeJQ' ( t/ ~, ~.t > • • • , ~~ ) • RaJt бuо о'1'118чево в .пре.цм-
~· пувкте, ecu ( fQ) .i'io) фос:аро:вава, то СУJI!ствует BЭ8JIIIIIe>· 
ОJtВоsвачиое соответстuе 11UJtY вариаитiUUI -":t ~ W ( ft~, J!!l.o) и 
систе1181111 sвaчeJDII ( ~J., €..t,. _. > ~х ), 06оаиаЧ1111 '•(i~J ... ,(,) 
Пусть V(fo, LLo)=('\1;'1 .~~). Тоrда обозваЧ11118{f.,)~·9~)···J\..)т 
rде j3 ~ соответС'fВУет варианту "\9" • Тaull образом IIOЖRO заме
нить упо.РQОчепе вар:аавто:в oт<ЦJtecтueJUШ, упорJ~Jtочепем систем : 

аиачев:d вхоJrДеиd. 
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8.3.5. назовем '!'ОЧКУ (f, iL) точкой проектироваиия перемеивоl 
:С , если все сдедствия из ( f, iL ) могут бы'!'ь по.цучевы 

посредством одного из правu Рх С , Р Х l , Р Х R и .DJ6oe 

едедетвив имеет вид ( f (/ { ( -:t, L ) J , А 1 ) • 

8.3.6. ПредпоJiоиим теперь, Ч'!'О выпо.IИЯется прИИЦIШ uараuе.п.-

ности и рассмотрим все хо~вые выводы из фиксироваввой точка 

{.foJ А). JIDSoй концевой вывод имеет вид ( f<t!J > 4), {.f.:t, .А.д, .. 
···/f~ > Lt.......,.) , rде (f,.,..,, Lt-).:. {"1.9,Ф). Причем, ео.п 
.Д' = ~ l ;<Jl., , то поСJiедовате.п.нос'l'ь А l о.-пахо:ва ~ 

всех концевых выводов. Теперь выберем из пос.едР:ва'l'еЖЬВОС'l'И 'l'ОЧех 

(fo, LLo), ... , (f .... ,.A._) подпоСJiедовате.IЬНОС'l'Ь точек, ~ся 
'l'OЧlt81111 проект:врова.иu xaxoi-.Dбo перемеивоl: {f,'s_, .11.1,'1 ) 

()i.J.,A~)) ... ,(f~,At..,.), rде 7t равио чащ вхоа,~tеиd пере
мвиных В ,.d 0 • В CИJIY ПрИJЩJШа D8pa.ue.IЬBOC'lJI1 ПОДПОСJ18ДО:&а'1'8.1Ь-

' вость ив,цексов Lt, одинахова .ц.пя всех концевых выводов. Пoв'l'OIQ' 

обозначим (f Le ., fi (е ) ::: { ~ ~ , ./1. €) . 
8.3.7. Теперь введем пowrrиe проеiЩИоивоrо номера вхождеиu. 

Будем rоворить, что вхождение '/ имее'l' прое1Щ8оивыl номер ~ , 

если .Ц.ПЯ 'l'ОЧ:КИ ( f l.) jL l) ВХоад8ИИ8 ~ ВXOДII'l' В fi t , ВО В 
'l'O ае вреu, ес.ии { f t, 1L ( )+( f '> 11.1) , '1'0 fJ не входит :в .iL' • 
Тахое опредмевие хорректво, ео.п выпо.IIИаетса: пр:ив:цип DapaJLI[eJIЬВo-

ста. 

8.3.8. T8XИII образом, хаадо111 вxoaдeJIIII) ставатса: во :ВЭ8.DIIIO 

одвозвачвое соотве'l'ствие rеоме'l'ричесхd номер э'l'Oro вхоа,~tевu и 

ero проеiЩИоииый номер. Но эrо означает. Ч'l'О меz,ду проеlЩИОШIШIИ 

и rеометричеСRИМИ номерами с~ствует взаимио однозначное соответ

ствие. Обозначим через f( t') 'l'OT rеометричесul номер, кo'l'Opыit 
соо'l'ветствует прое1ЩИОНВОJ11 номеру l, . Теперь мн можем ВJШИ
сать все вхоsдения в nopя.дlte возрастания их проеJЩВонных номеров: 
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(j f{l) ) ~ pCJ.) ) ••• ) ~ p('Yt) 

8.3. 9. Tell8~ 81 IIO:&eM 0110 S&»'ln O'l'IIOII8ВJ18 DOpsдlt& А1И 

:всех .J!> Е 1Ь ( f о , А) . Дdc'fU'N.IЫIO. ес.п (f.) Lt) - веодво
звачваа '!'Очка, '1'0 ова обаза'fеаио o.u:e'fca 'l'Oчкoll up<>eк'fвpoJI8RJUI 

перемеивоl. OupeдeDII :в :к.uдоl 'l'OЧJte uроек'fвроваиu пере118RВой 

1111о:аеспо 8 lf,LL) -={t.: fj:~ Lt) -"{jli{(~,Zzt)},LL')} 
Ec.u :варuп "' u:p8Д1180'1'ВJ8'f 118PII8R'l'J .". ,, • 'fO :&IIВOJt 
(fo,Lt.o)~("'~-) же:вее, че• UВO.Jt (fQ,л,)~{-J", ~) 
Но 8'1'0 sвaa'f, Ч'l'О CJ118CDJ8'f 'fiWUI 'fOЧJt& { f t, А t) , Ч'l'О 

(fo ") Ао) ~ (fe> ..ttt) 
( f t) .LL t) ~ ( f t v{r~' :t:.) 1 ,.Jt'1) ~ r~·, ,s) 

(ft') Ltt} ~(flufC':f., !'~)J'>..tt".t)~(~'~Ф) 

• пр• 8'!'0. ~~с~ , t( ft')лt))<:.-cz;, E(f~At)). 111cm. 

D~ 8'l'OM :варВ&В!J ""' OOOD8'fC'fВJ8'f { t, l ~) ·-) ~ )~ 8(fo., fto) 
.. ·д "/J" , а :варUП'J ~,. COODe'fC'fВY'&'l' 6.Jt, .-t,, ... , t:.~ В( е. А} ОЧевцво, 

/) , .. i. € ' = "" , Т' А" по op{l) fl'>, ••• , r_(t-1> v~t-•>, во ~eJ "f ~{'('~J 
Причем h~t) ( i~eJ,E(~~A1))<"h.f<t)(l;t),E(f~4lj). Кроме 
'1'01'0 8 OЧ8JIQII0 8 Ч'l'О 'l'OЧit& ( f ~,Л t ) OДROSRaЧRO Ou:p8J;UII8'fCS 

'!'ОЧКОI Cjo J LLo) • aвaчeJDISIIВ ~fll) 11 tpfz), ... :1 ~f(l- f) , 

D08'l'OIQ' IIODO paCeм&'fpll:вa'I'Ъ ё. ( f ~) Л t ) JaUt фув!щ1D O'f 

fo) fto • ~pll), •.. , d f'(t-1) • Oбoaвa'ЧJIII 
cp(l)(j'o, Lto, f,t,), ... , t",r~-f)) = C'(f~ At') 

s.з.ro. Таuм oбpaeo••fi 1 = (t:, ... > ~~) пре.цшес'fВУет 
О."= ( 1,11 € 11

) :в 'fOII и 'fO.U.XO 'fOII CJQ'ЧI18, ес.п существует, 
)"' t ... ) -"' 1 А" 1 ,, 

тuо• е ... '1'0 , s t. ~ -п • ~r"> = "r( ~> , . • • • r~"((-1) =~,с,_,) 
во ~~cl> + Gpl eJ и '" 

1 ~~ 
h.p с е> ( lfUJ , EprtJ ( fo) k, ~щ, ... , ~f~e- f)JF--

< h.pa) (е~а>, Ef(t> {f.,.Ltc > ~fo), ... , ~frt-1>)) 
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8.4. девостоооцние мrоритми оторестнеиия 

8.411. назовем вхоа.деиие ~ неОдВО8Иа'ЧНН!!• eOJIИ сущест

вует TalUUI точха проехтиро:ваиия вхоz,деиия пepevsШJ.olj~c (r~4'tt), 
что /г • prt) , (fo)h) ~ (.f~A') и при зтом точха (f~.ttt) 
нео.цнозначная. EcJIИ вхоа,дение не ЯВJШетоs: кео.цнознаЧННII, будем 

называть ero оввоввачмм. 

8.4.2. Будем называть мвостоnорD• тахие 8.1П"ОрИТМ14 o'l'Oa

J;ec'l'В.IIВниs:, д.u хотори хаадое кео.цнозначкое вхождение проепи

руетоs: пос.хе тоrо, :ках :все вхоz,деиия с мeИЬIIIIIIIИ, чем у кеrо reo-

мe'l'pичecxllllll комер&IОI yu спроехтироваив. ДpyrJIIIII ожовами: 

~ р<е.) - нео.цнозначкое • f( { ') < ff е) ~ t 1 < ~ 
8.4.3. Теорем a.I. Пусть (/,1 ... , 1 ,...)Е 8(foJ-Ao) и пусть 

~p(t) - одвозначкое вхоz,деиие. Тоrд,а l,(t) о.цноавачко опре.це
.uетеа значеПJDОI неодвозначных вхоz,денd Gие), дu хотори 
e'<t.. Г" 

&о:казатед9'1'JО• Вo-llepux, замета, что lpt'l) € 9»re) (ft".tt., 
8p<t> .... Cf(t-4)•A есп ~ p(f.) - о.цноsаачкое вх~иие, то cl're) 
СОСТОИТ 'f0,11Ьlt0 ИЗ OДIIOI'O U8118ИТ&о ПОЗТОIQ' ~,P(t) IIODO pa908i1'

pua'l'Ь :ка& фув:1tцвD от fo, fto, ip<l), ... , lf(t-t). т.е. dtt~J = 
-= Bfle) (fo,.ll.o,ffi,>,•-,Cf(,_~.Tenept. .цо:кuем теорему I1JIДJJЩUI по 
:КO.DЧeC'l'JIY О.ЦНОЗН8Ч1111Х ВХОsдекd, DeiiiiJIX про81ЩИОН11Jiе 110118ра IIIВIIЬ-

IIИ8, чем t 
Деlст:ввте.п.ио, еоп :все ~ра>, ..• ,fptt-t) - кео.цнозначпе, то 

ут:ве];8Jtение теорема :внпо.&еко. Предпо.аоDII, что сре.ци /Jffl), .•. 
.. ,~p!f-1) еС'l'Ь OДIIOЗН8ЧIIile ВXOSДeiiU, Тоrд,а, ПО llllдyXПВIIOJIY пpe,ц
ПQ.10DIIU) значение xaz.цoro из зтп вхожде:виl - Ф3Jпщu от значекd 

кео.цнознаЧIIJа вхождекd с IIAJП.I!!JOOI пpo8JЩJIOВIIIDIII номер8101. Позтому 
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и !,re> моJШо рассматривать как фующию от значений то.иько неод
иознаЧИJП :вхо-.деиий с меиьПIИIIИ проекциоИИНIIИ номерами. 

8.4.4. Теорема 8.2. Пусть (t:l,, ... ,.t ... )ьB(fo).AQ) • Тогда 

Ере t!> однозвачио опре.це.uется звaчeiUUDIИ иео.циозиачных :вхо-.деиий 
Bt<t> • .ц.u JtO'fOpнx ~~<е . 

1lolasa'f8ACfiO• ДеiОТU'!е.IЪКО, Cr(t): l'f(t·>(fo,.ltc,~(l),.-,,f(~~ 
Причем среди поs.цевd ~f(l) )-» ~plf.-l) еотъ JUUt однозваЧJПiе, тав: 

И И80ДН08118.ЧВ1i8е О.цвuо, DO '!е0р811е 8,1, - 11110а8М p&OC118.'1'p1U18.'l'Ь 

эиачевu о.цво.uаЧИJП поs.цеиd JUUt фуикциа от звачевd вео,JtВозиач

инх вхоQ&иd о мeJIЪIIIIDIJI, чем 1 ип пpoeв:тaoiDDOIII номер&~~~~. OroJЩa 

o.-eДJe'l' J'1'118,PI(Д8ИU тeopellli. 

8.4.5. Теорема 8.3. ПJотъ (~,.~.t ... )EB(fo,A.) а DJСТЪ 
uropa'!'ll ото-.деотuеиu .uвостороивd. Тоr.ца Cft() однозначно 

опре.це.uется звaчeвUIIII '!еХ вхо-.девd '(j f( ~·) , дu которых 
f(l') < р( t) 

домшшство. Рассмотр:им :вое веоднозвачиве вxo-.дe!DIJI, 

пpoelЩIIOJIJI&e номера которых меИЪIIIе, чем ~ • Oc:SoзвaЧJDII их пpoeк
IUIOJIJI&e ио~ера l,, tj, ... , t'WI • Т8ки11 образом, дв :всех .. , ~ 
': ~,2) •-, 'WI ~p(i&) - И80,JtВОзваЧИОе а 4:-с.' <е • 

По '!еореме 8.2. • 11118ем ) 
Spa> =cptt.) (fo) Ао, lttt,), ... "~ f,tt~) . 

Покааем, что дu i а J., 2, ···, ")\'\. И118ет место(>(/,;)< J'(€) 
• 

В 08110М .це.u, ec.u бв хотя бн дв о.цвоrо L IDI8.1IO место 

f>( l.i) > р { t.) , то аз .uвоотороииооп uropa'!'ll&. ото-.деотuеиая 
о.u.цовuо бв, что f,· > f , что протооречвт ~~ < f Allll всех 
i •J., 2, •.. , ~ • ЗНачит f(~·) <f(l) д.u :всех t'~ 1,~ •.. ,?11 

8.4.6. Из теоре• 8.3. по.wучаем o.u~ с.е.цст:вu: 
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Сцедствие а.з.r, С:~ однозначно оцредедается значевивми 

вхоsдеШ ~/(' , д.пя которп /е.'<~ . т.е. 
~ : Ек. (r~, Ао, е?,., l.tp~·> ~--L) 

С.Иедствие 8.З.2. Ес.11И ';/к. - однозначное вхоs,цение, то 

ero значение tJк однозначно опредеuется значеRШDIИ вхоs,ценd 
~к.' , д.u хоторщ; ~'</( , т,е, 

Кк. ..., ~к, { fi ,~ fto 1 t, ~ В 2., • ~•, "' -1 ) 
8, 5, ;;spмJAHDOCТk И J91'9ЙЧIUI()CТJr MВOCТODOR!JИJ S.Щ:OQI'f-

IIOJ O'fOIIOCW8ВJ1, 

8.5.1. Пусть { f, ...(t) - точха проехтиро:ваиия переме:н-
иой. Обозначим через c0 (f, .Lt) uоuство объехтннх вырааенd 

С 0( f) fi) = {/!7С: {f~ А)~ lfV{C:c, l;oe)J ,~') 
и.. :j"'(fiJ{(-,c,~~)3,.Lt')~(..",~)J. 

~сь по срав:неИИII с ~ ( f) ~) В8.110&8ИО дополиитет.ное 
оrраничевие: pacc-.тpiВ&.D'I'cs: тoJIЬJto те СJ[8Дст:вu из ( f" Lf.) , 
ив хоторп ВJПодвт хотя dн один концевой вывод. Ясно, что всеrда 

Eo({J, ft) С С {f, ft). 
8.5.2. Теперь lllil IIOUII до0.110вно повторить рассу.це:ния преды-

дущиХ тeopell, З811еВВВ везде Е ( е е) .Lt е) на Е rf ~ ltt) 
и обозначив сОС f1,ft') ·tf<()(f•,Л:,~r<l),_,~~ доказав CJieдyr111111 
теорему: 

теорема 8.4, Пусть (/11 ..• , ~)E-В{fo,Jt.) И пусть а.иrорИТII 
отоадеств.uвu авостороивиl. Тоrд~ Eftt) ОДiiОзначно опредеu-
ется зиачеИIШIИ тех вхщ.ценd '(/ р( t 1) , дв которп 

f( €') < f(€) 
с.пе.испие 8.4.I. Ск,0 одноsиачно опредеается sнaчeiiМII.II 

вхоs,цекиl в'к.' , д.пя хоторнх lt. '<R , т.е. 
се; = 4_0 (fo) ~о, t':~.., ••• ' €к-J.) 
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СJ!едствие 8.4.2. Множества Е; (fo.> .Ло, ~, .•. , {,..._,) 
одинаковы ддя всех ~восторонних алгоритмов отохдествления, 

&.0 {fo) Ас, t.,~-·, 4-t) -:= 

= r f~ ~ ( ~) --) ~) •.. ' с".) € в (jo;, .Ао) J. 
8,5,3, Теорема 8.5. Пусть )3' tE &(fo) Lto) и .J"e B(fo.,llo) , 

rде .} 1 =(·~ р·•,,~) •.fi" -={i,"., ll.'.>~··•~н) . Тоrда, 
ес.п алгори'!'М отоQест:впвu лeвocтopoИIUiil и есп все hк (~ ~ , 
устойчивв, то д.а тоrо, чтобн ..J3 1 пре'ДIIIествова.иа.} '' , в:ео6ходимо 

и достаточно, что6н CJII8CTВO:вa.1[0 такое k , ч~: ~' : g~' ) 
''-:€." 1 ' = t: .. и в то же вреu 1:. + {~' И :t ~ ), .. ,IIЬk_, ... •а. ,_ 

hк (1~ , 4.•(fo, Ао, €,') ... 1 (:_, )) < 

< h.rc(~~~, 8;(fo)Ao)6;, ... , t.:~,)) 
дохазатмьство, Св:ачuа 8811ето, что в CИlf! устойчивости 

rеиере.торов порв.дка h.~~:. ( € J с ) иере.вевство 
h*' {~,С: (f., Ао,~'.,,_, /,;_, ))< 

<htc (~ ,C:.(foJfto,t:,'p··• k-,)) 
:ВКO:o.JJUI8TCII 0 ес.п 'l'O.п.JtO :ВКП0.1118ВО 1 1 

htc { ~, С к ( fo, flo 1 ~ , ••• 1 ~_, )) < 
< hrc{ ~1 , Е,с (foJ .lto, е:', ... ,~')) 

и 'it'' - веодиоаиачиое вхоuеиие. Тоrда из 
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.певосторонности алгоритма отож.цестВJiеии.в: с.дедует, что fl't'J .:f(l) 
Отсюда по.пучаем, что ес.пи k 1 < /?. и 1./.tc' - неодвозиачиое вхож-

' ;:" (/ 
дение, то бк.• -=ек • Теперь вспомним, что для JШ6ого однознач-
ного ~tc.' имеем rd~t: 1 -=~ 1 ( fc, Ас, fк,) ... , {"~) , где 
k, -k~ - геометрические номера неоднозначных вхождений ',., ) .... ""' ' " 

с меньшими геометрическими номерами. Но для всех k,· iJ!.. -=fL-'. 
1 /" ' ~ 

как это 6Wio то.пько что покаэаио. Значит '"'' = Ос• • тахим 
образом для .ю:х5ого *. 1 ..: k имеем lк.', .., 6~', • Необходимость 
доказана. 

/fl А" ~~ д'' 
Докажем достаточность. IIJcть с, -~.t , ... , ~-l-: f5~:-1 и 

h."('~ ~fк)<h"(t"·A,). Пусть е такое чис.по, что lг- rr~J 
Тогда, И3 .певосторониости а.пrоритма имеем: !1 f>( е') - иеодвозиач

ное и { 1 <(. ~ f(t') <f'(€) • Отсюда с.педует, что ес.пи 
А' ~ '' 'J f(€.') - неоднозначное, то Cll((') -= ?(t') , поско.пъ:ку 

(>( { 1) < /е. • По кажем, что для JIII6oro е 1 < ~ имеет 
место 8ptt') = 6p(t') . Действите.пъно, ес.пи t',,~ ... 1 {?'>'~ 
nроекционные номера, иеоднозначиых вхож.цевий, д.u которых (,;<~' 
и d р( (') - однозначное вхождение, для которого е 1 с ~ • 
то ~f(l/)-= lpre') (fo>&){f({,)) ... ,tf(~} Но ~fr.~·) • ~ff~·) , 
ках бWio то:ько чт~ показал~, отсюда и" ~t'') -=:: ~~(') • T81UIII 
образом lрщ • lf(t), ... ,'t_(t'-1) = 1,(~-1) , 

h.trt) ( fprt), C;reJ)< hptt) (q;~J, Ef(€J) 
Достаточность доказана. Теорема доказана. 

8. 5. 4. Теорема 8. 6, два .11евсотороинп а.пгорх'l'Ма отож.цеств.u:еиu 

эквиваJiент!Ш, ес.пи одним и тем же перемеИННII они ставят в соответ

ствие одни и те ze устойчивые rенераторн по~. 

дохазате.п.ство. Согласно С.llедвтве 8.4.2 мноuотва 

Е;, ( fo, L\.o > i, ~ ·-) ~~-J.) не зависят от а.пrори'1'118. ото:а-
деств.u:ени.в:, поско.пъку W( fo) .Lto) одuахово дu всех 
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&.П'Оритмов ото:идествленu, а значи'! и В (fo > Л) состав-

J[еио из одних и тех ze з.11ементо:в д.ш~ .пбоrо а.и:rоритма отоzдес'!uе

иu. Теперъ восnо.п.зуемся теоре110й 8.5. В неl доха88Во, что .ц.ия 

J[Юбоrо жевостороииеrо алгоритма о'!оzдес~екав упорядочение по 

проекциокным номерам моzво замевитъ ва упорядочение по геометрnе

скик номерам. А геометрические номера от ажrоритма отоzдестuенвя 

не зависят. Теорема дохазана. 

8. 5. 5. Теорема 8. 7, Jlюбой .иевос'!Ороивd а.и:rоритм отои.цеств

.иения, сопоставляющий перемеввнм устоlчивые генератори пор~ -

устойчив. 

доказател;ьст;во. Нухио похазатъ, что .ц.ия .пюбнх f и А 

\1( f' .Lt) = ( f ) ,_ V( 1/> > А) 
Сначала заметим, что f представИм в виде j:: fi Ufi. 

rде ,Ро - минима.лъннй д.u: ft и ,fJ П J>o-:. ф • Из привципа 
пара.uе.иъностк (утверхдение П) СJ[едует, что хахдому :внвоq 

( foU .f~, ft) ~ (~~,U1Y, ~) моzво постави'!ъ :в соответствие пара.!Шеm. 
кыl :вн:вод (f•, LL) ~ ( ~ "J ~) • Причем отношение порядка 
при атом сохраняе'!СII. Пo&'!OII,Y V ( fo U f .J -., fl.) = ( f~)~V(fo, /L). 

Да.иее, из W(fo.._,Lt)c W(fl!J, .А) и сжедстввя 8.5.2 

внтеuет, что C:.(f0 ,Lt.o,t,)'"")l~.,.)CE;:0(;,.ft)i,, .. ,,€a: .. )• В сцv 
устоЙ'ЧIIВОсти генераторов порядка 11118ем: 

~(~~,Ек_"{~,А., ~) ... )~1:-,)) < 
< h.IC (~,:·'с; (ф:J А) t/,:J ••• '~IC-1 )) ~ 

~ hк. (~'., E'c0 {jo., А, ~) .... , ~-t )) < 
<: kк ( ~:) ее· (fo) .А)~' •.. ,~~-~)) 
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Отсюда по теореме 8.5 СJХедует, что ес.пи ]31 ~ B(Jo, А) 
и ?-> ,, е в ( f. о ) .IL) и _"8 1 преДIВествует ....ft" в системе 
"'В ( fo .,А) • то ft' пре.ца~ествуетуu и в В( ,S, А) 

и наоборот. ДоiiВоzение ze V ( ~, А) на ( fo) )?t&Ueт u 
V( t/>., LL) те вариаитн "& , дu которых fi'[.".Ufo]•P 

, Од;ваltО не меняет порядка OCT/UIIIIIXCII вар118Вто:в. OтcJUt& 

с.педует утверадеиие теорема. 

9. АддИТИВНОСТЬ 

9.!. Qgреде,ение яллмтиввости. 

9.!.!. Упорцочиващиt uropи'fll отоzдест:uевu !ПPUИJI в 

точхе ()) А) • ес.п д.111 .DIC!ыx .А.-:с и ..L7 , тахп:, Ч'1'0 
.А:.;~= ,Ll внпо.пняетса соотношение 

V(~, ft~A1} = 1Т(f,L1-::cJ*V(f,..tL3) 
9.!.2. Упорsдочиввщиt a.иropи'fll отоzдеств.пениs: ялпчтgев, 

е св он адд~~тивен в JIIXSOI точхе. 

9.2. Принпир ОдВООО,ПВОСfИ. 

9.~.!. Ilроехтир~ a.иropи'fll отоzдес'l'ВUНИS: удо:в.u'I'ВОра:ет 

ПpiiiЩIШY однородности, ес.п ,д.и11 JDXSыx J, ft-:e) ~ И А~ 
ИЗ ТОГО 0 ЧТО l 

( f) LL~ А(! .Ltr) ~ (f' ,.д. :с . .t'\y A:t) 
следует, что 

( f) .Л;t) ~ (f'',A1) 
9.2.2. Ес.п 8JП'Оритм отоzдеств.иениs: однороден и удо:uетворя

ет прИIЩI!ПУ пара.п.пе.пьности, то из того, что ( f, .As: ~.А~) 
есть точха проектированиs: перемевиой, внтеиает, что и (f,Jt..r) 
есть точка проетировавu перемеииой, причем c(f,LLc.il.1~)= 
=E(f,~) . Тuим образом, ес.пи 101еется ро:вво t следствий 
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ив ( f, A:r .ft'IA i!) . то имеется ровно е следствий ИЗ 
( f ? .А1 ) • При этом IWfJtOIIY с.а~,цств~ вида ( ~ ~ Д:С ~.(1 ~) 

IЮ.ИО сопоставить с.аедствие вида ( f , .tL;J ) из ( f > ~) 
причем при атом отношение поря,чка д.u с.аедствий из ( f, LL/1) 
такое ае. хак в. дм соответствущих им с.аедствd из ( f, А .с ЛсУ "-~) 

9.3. Прв!!!fА! АЧQТIВRОСТИ 

Теорема, 9.I. Ec.IJI пpoe:в:'lиpYJIIIIIЙ 8.1П'Оритм отоцеств.иеiUIЯ 

ЯВJ111ется левосторониа, устоЙЧUНII и о,цноро.ЦННII, он а,ц,цитивен. 

дорзательство. Проводи'lся ~U~JtYJЩ~~el по рангу А д.u 

'fOЧeJt ( f ' .Л. ) 
Базис !ИШ!I!'· СиаЧ8.18 по:кааем, что 8.1П'ОРИТ11 а,цдитивеи во 

всех ТОЧJtаХ ( f, А) ,д.111 :в:оторкх раиr ft равен НJ.IJI). В 
атом случае А: ф и д.u ~IП ft:cAI = .А- имеем 

.А~ = -(7 = sD • ПocJtOJIЪitf V ( f) Ф) = ( f) • имеем 
V(f, fi>).!iV(f, Ф) = {f)*(f) = (f) =Yc.f) Ф) 

Тахим обравом а,ц,цитивиость :внпопеиа трив118.1JЬно. 

Ииnукпионный mar· Теперь paCCIIOTPВII IIНО&ество точек { f) А) 
д.m которых ранr ./l. равен 1?1. + 1.. • Пре,цпоJiоа:им, что а,ц,ци• 
тивиость &J~Горитма д.u всех точек раиrа ~ уже доказана. 

По:кааем, что ив атоrо с.аедует а,ц,цитивность а.IП'ОрИТ118. в JШбой 

точке ранrа ?n + 1.. • 
Действительно, пусть { f, .А) Иllеет ранг '»t • Ес.пи 
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( f' д) тупихавая rочка, 1018811 V(f, Д) е ф и ад
дитивность внпо.шrяется Т.РИВ118JIЬИО 0 поско.иьку из V{.f'" А~ )Jtor 
-t~~V(f::~ ~):;/:%~ Wf,дc~ft',Ф. Ilредпо.поuм теперь, чrо 
(f) .А) не TymDtOJ&II• , , ) 

Тоr,ца \7{f,it) -= .. ~ V(t''{J)) .Lt'(J ) • Из уст9йчи-
вости с.uе.цует vr ~l(i) j·~·cJ'S) = (gcJ')) к V(f Lt I(J)) 

rде S""(J) находим из ;с.иоввя f •cJ) :jU8''i>, ~n8'li).: fl1 
Пусть теперь ..11- .,с дl -= fl . IlOJIYЧЗell : • 
V(f,A.c41) ':~ [cs-ti>)t~V(f,_Lt~'n.A;tJ>)J 
Раиr .JDXk)й из точек d=i ( f., ~(J) Aj CJ.)) есть ??t , 

ПОЭТОму, ПО индухТIIВИОIIУ Пj!8дDOJIODИIIII , , ) 

V(f) .A~CJ')~(J)) = \'(f, .ft~CJ ))* 1i(f>LL~(J) 
Tax!DI образом, OJtOИЧ&'1'8JIЬRO пО.Q'Чаем: , ') 

\Г(~, д,.. "-3) =J4/c&Ф)N(f,д'~'>•V(f,~<J )] 



46 

Срча1 з. 
.А - А 1 (j) 

.LL ~ - .LI. ~ е В Э'l'ОМ СJ1УЧ8е ИЗ .ИСВОС'l'ОроН-

вос'l'и а.п'Оритма сразу ае с.иедует. что точка ( .f, А) - о.цво-

знаЧВ8J[, Но тогда { -:: i. и мы имеем: 

VC f' .Ll.,c Ll.;,) = С 8'('>) ~ V( f' Lt;I()"'V( f) ~ c·tJ) :: 
= V(f,.A':IC)и[(&('>) twtVCf> ~'1>)] 

Из пpiiiЩIIDa однородиости 1 ( 1) 

vc~, Lt~) -с ~\.(l)) At"V"(f, Lt~ ) 

~~ ~ ) VCf, Ll~Lt~) = V(f, .tt~) ,.,-Vtf,д~ 
В с.иучае З а.цд~~'l'uкость внпоuеиа. 

llOCXO.IbltJ 1tUДЫЙ lllai' :вывода иреобразует 'l'OJIЪXO Одну 111JPY 0 

разобравиве три с.иучаg исчерП1D81)'1' все возможности. Ин.цухцаоииd 

lllai' захоичен. Теорема доказана. 

10. ОРТОI'ОНАJU:.НОСТЬ И ЗАВИСliiОСТЬ ДЫР. 

ro.r. орюговальность шm 
IO.I.I. Пусть .f' - нев:оторыl вариаи'l', Через ХС f') обоsиа

чим мвоаес'l'ВО 'l'ex перемеивых, хотор&е ВXOДII'l' в J' . Бу-дем гово-
l!!' ~" рить • Ч'l'О 'l'ИПОВ&е В&ра&ения (jj t- и 6 ~ ортогональнн .ц.111 

варианта ~ • ес.п ДJI/1 ~~ перемеииой Х из юго, что 

она входвт сразу и в ~~ и в ':' ес.иедует, ч'l'о ~E'X(f) 
,§, 1 {;," f 10,!,2, БУдем о608ИаЧ8'1'Ь Ор'l'ОГОНа.IЬВОС'l'Ь (О~ И б'r ДШ1 

через 4~ ..L! (. Отношение ортогоиа.иьности СИ181етричво, но не 
рефаев:сивио и не траизитивио. 

!0,!,3, ПусТЬ даны две СИС'l'еМН дыр ,11< 11 LJ~ И вариант 

..f . Будем го:вори'1'Ь 0 Ч'l'О i!JI' и AJ ортогоа.иьи.н .ц.111 J> 
ес.ии дu: .вбой переменвой "Х • вхоД~Ш~ей и в Ах и в Lf 1 
одновременно. имее'1' 118C'l'O х е ]{ ( f) . Орюгоиа.иьность А .к 
и ,(j'd будем обозиача'l'ь через А ,с .L.! .d3. 
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10.1.4. lloиo ,;~~;оиаэа'fь тeopeJq: 

Теорема. IO.I. (Критерd ортоrо118.11Ъвости). 

A><-Lf IJ3 ~ [~t:, ~Ах ие-t:" €А~ 9 

~ et:' -'-f ~" 1 
10,2, &'"C!IOCD РР, 

~~ "" 10.2.1. Бу,;~~;ем rо:вора!'Ь, что ,ра типовых :внрвеи:u fS t: и sr-
иепосDедСцевво sарgммм .ц.ая: вар:вав!'а .f , eC.JIИ оии ие Op!'oroe 

ва.п.ин ,1tJIII f . Heпocpe,;D;C'l':И:&yl) 38.ВИQ11180С'fЬ ,n.1III ~ 1 и ь~· 
Г.' 1-J ll" 

оСSоsвачим черва 6t 'Ji' G"t 
10.2.2, Ilyc'l'ь ва,цаиа ие:котораs: система. ,цыр ~ и вар:каи 

J: . Пусть ~' ~ L) • 1-е" t: L) • Будем rо:ворить, Ч!'О 
~, .а." ot' и б t: aaвиcJIМJil иа L1 .ц.ая: f' , ес.ли с~ствует 
Т~ ПОС.IеДОВ8'1'8.П.ИОСТЬ ,цыр ~41 e.t, ,.. ) ~ ')\. t ЧТО .Ц.ИЯ: 

L = J., Z > ... ') '11. :имеет uec!'O ~ • € 4!::1 и .цu l. ::: i!) ••. ) ?1. 

имеет место .,.'-J. 7f/ К,: , пр~ем 1; • ~.1. ) ~~' = ~?1 
10.2.3, Бведеииое ВШ118 ОТИОJiеВИе aaвRCIIIIOC'l'И .ЦU 'I{ВJ'Z. ,ц&р 

ed и l't:,. иа А д:u !' СSу,;~~;ем обоsвача'l'Ь черва 
~~ )>, 4 ' l-e" • ЭТо отио~~еиае CDIII8'1'piiЧВo и травзатuио, ио ие 
рефие:ксивио. 

10.2,4. lloиo до:кааатъ 'l'&Op&JQ': 

Теорем 10.2. 111cn ,;D;aiUI вар:вав'l' ..f и сJIСтема дыр 

А = ( l:t , ... , ·~) • Tor,;~ta мвоаество всех 1 ,· ~ 4:1 моио раз-
би'!'ь иа иепересе:каD~~~~еся :к.~&сси, тахие, Ч!'О все ,цыри, вхо,;D;S~~Ие в 

один 1Ul8сс,попарио завасJОIК, а .Dбме 1{88 ,цыри, пpiDiaд,e&allllle раз

ка :кассам, - ОР'fОI'ОВ8.1ЪКИ. ЭТо разбиение е,;D;Dс'l'веиио. 

10.з. Optoro118AJ1ocть А= d к Jt 
Будем OЧII'l'a'l'Ь, Ч!'О .Ах: ОР!'Qrоиа.п.ва :к ~ дu вар:вав'J'а 
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.f , ес.ии ./1. ~ ::::: ~ '"' >< J2 -:~С. , Ll.'l = IJ 'd .к J2 '1 и 
при этом Llc -L,r Lld • Соглашение вводим д.пя внесения ясности. 

П. РАЗJIОIЕНИЕ 'Т'( f, Ll..) ПО OPТOI'ШlAJiblillo1 
КЛАССАМ ДЫР. 

II.I. замечание. В этом раздеже мы будем предполагать, что 

рассматриваются адJtИтивные упорядочивапцие а.пгоритмы отоадествле-

ния. ЭТо значит, что д.пя .DJ6нx .f > А..с и Ll.(/ 

1ГСf, А~ ~) = VC f''> Lt.,c) ~ Vlf, ./1.:1) 
а фуiпщия 'Т' ( f > .Lt. ) по опреде.пеюw Т( f > А ) :::: 
= ~V(f,.Lt). Все равенства будем понимать в том смыс.пе, что 
ес.ии (при хахих-то значениях аргументов) не опреде.пена одна часть 

равенства, то не опреде.пена а .цруrая часть равенства. А ес.ии обе 

части равенства опреде.пены, то они равны. 

п.z. Теорема II.I. Пусть А~ ..Ly LtJ• Тогда 
T(f, А-:с Lt~) = 'Г(f, L'l.7t.) U T(f, ./1.~) 

домзате.иьство е в си.иу ад,цитивиости v ( f) Ll ~ Ll;~ ) = 
:. V(f, LЧ,)l~V(f"~~}.О6ознаЧША lГх: =V(f, Lt::c.) , 
~ :. V(~., .LLJ) Из ортогона.пьности .i'L:.c. .1...! .f..';J с.пе.цует, 
что v~ * v~ = P[V,c~~] = v;,.аь v~ . ПОС:КОJIЬКУ ес.ии 
~6 v<1C и 'W-Е~ • то Fi'["tJ1A> 1 = ~JLl?J- c:V(.f,.Lt,c~') 

Отсюда по.пучаем, что ес.пи ГТ' { f > .Lt ~ Lt~) не суще-
ствует, то обязате.иьно хотя бн один из '7Y'f, А~) и 
"Г ( f.,. ~ ) не существует. Предпо.поuм теперь, что-rt~ 

Wf, l1-"fic1) ::/: Ф . тогда~=,~ (~z) ;"'v~.,.d~/~i); 
Г11(Р Lt Lt ) - ~ (~Фv;, 1:::: --8:J.. U'IA}:! 
·с .) > ~ 'd - • С .цругой стороны 'Т'(f,Ll") =~~-=4 
'Т'(f,i~a)= ч~-::.~J. Отсюда с.пе.цует 
'Т'(f,h) U'7Yf,.LlJ) =-ffJ.U'LJ-i = 'r(f>.lt"'LL;t) 

Теорема до:казана. 
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п.з. Теорема п.?. Пусть LL::c ~ Al . Тогда 
ГГ ( f' А~ А:о<: ~) -= 'Т'( f' .t't! .А.сУ .Л-,с) 
дЩШ88f8АСТВQ. Обозначим vi! = V() '> ll ~) ; 

v; =V(~) LL~) ; v~ :1Г{f ') Lt~) . Тоrд.а в 
сцу 8,1gt!ITIIВIIOCTИ б:rдем иметь 'r(~,д~~LLJ);Чfi'LVe~·~J 
Авuогичио 'Т'( f,.L!e ДJ А.с) = ~ F" ['t!-е~ • У,с ] 

п.з.r. Пусть V. = /' (И«) ; vc • ~ .. (-,!;i) ; 
1:!' с ... 11 J. с.. а. V:. : ~ ( .,_ьd,) • Обозначим через & (t) и t9 (Z) систе& 

(J ct'8! 

вар$~~>: V: eV: •Vu = ~ ё ~ (U4Cli~,U~·) 
= @ :1( d "•t ё.•t d'=i и ) 

ec.t) : v; е~ ф ".~ : ~ ~ ~ (LЧ: t) I.Эi 1),. 
t~::l c~•i "''' 

Ясно, что ~е&(') ~ .".6 6{Z) , Оl'сюд.а с.аедует, 
что "\5"EF'[ec•>J #~е: W[6a> J ~ 

II.З.~. Пре~авим 6'') в :виде f)(l) ':L ~ 6,р> 
где е~•> = .с ~ ( u..c V "'~ v *;) . nред:Т~ В(2> в 
ви.це Э(l) =";} ~~ Z) г А Е f)~t) = .С .~ ( l4: tJ1.)ci LJ ,)~) 

IC-1 1" ' Jlll ~·· 
Оче:ви.цио, что - ~Е 6~') # 1}-es~a.> , опуда 

"\}~ J4'[Q~'> J ~ ."...~ 14'[ f)~z> 1 d 

п.з.з. Теперь заметим, что f4'[ 6f')] :с sб4!Ф Fi' [t;f 1 = Ф 
Отсюд.а с.аедует, что обе части равеист:ва T(f, А.~ .а~ flc1) = 
= 'Г(f., Lt!ДJ .Д,с) СУIQВСТ:вум uи ие CYJI&C'fВYJI'f од.иовремеиио. 
Поэтому д.1U1 до:каsате.п.ст:ва теоре~~~~~ остuось рассмотреть с.цучай, 

хогд.а обе части равенства существуи. 

п.з.4. Пусть теперь 1/ ... а. (/ _ а. 
?~f. Ff'C вс•> 1 = "-'t v. ~t 
~ li'[б'1> 1 =и~· v~.u ZJ-~· 

Очеви.цво, чrо ~,..Cf9''>]6P'{8:')] и ~fi'[t!JCZ)Jб 
<5- Pl t9:_,z.> 1 , откуда с.аедует Fi'[ sf;.' 1 :i= tl и 
Р r э~) J #fl. 

По:кажем теперь, что ~ 1 = ~ . ДQJЩsате.п.ство проводит-
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са от противноrо. дoJJ1C'fiDI, что ~ 1 < -~ . Посв:о.п.ку 
Н F4' [ e(l)] Е Fi'[ В~'>] имеем: Fi' [ Э~'>] = Ф при 
t= i.J?.,. .. >"l.-~ • Но ec.D ~~ < ~ , то до.о:во бнть 
F4' [ 8~~> J 1= r) ~ Fi' [ 8,fJ' ]"#ф • По.QЧL~И протf!юречие. 
Звачит, ~ 1 < 't иево8110Dо. Точно 'I'Вlt ае .цоказнвается вевоз-
мо&ость ~ 1 > ~ . TIWIII обравом ~ 1 -= ~ 

п.з.Б. Из преД1iЩУ1118rо пункта веем: V: ~r ] fthf- Fi' [ с9{1)]:: ~ [ ( ut.) • "• v(J 
4 н [ еа> J = ч ( (14.) ~~ .. v..c] 

Теперь :восп0.11Ьзуемоа орrоrона.пьвостЪII h .l..f Ltl • Из иеё 
c.e.ve'l', что ec.u ~ б- "У,с , а ?)}- lE ~ , то 

J;7 [("'U~)] = (~ U 1.t)) • Позтому 
u~ и~- 6 (t4) .. ~ } =Ф 
~ U?hj· €: (Ut) ~~'Vl 

~и". u11-L и~- €:(Ut),;rr~ .. ~ 
• Э!D С:ВОЙС'I'ВОМ 101 будем 

ПО.DВО:ва'I'ЬСII Jl CJieдyiiiii!X JiyliX'I'&Xo 

п.з.s. II1cn чис.u. f • 9- опредuяmся равеиО'I'ваu: 

J ?к/ [(ut) *11;: 1 = L4 U~p 
( ~ [(Uz) и~]= L4U'Wt 

DOUDII, 1l'fO :в 8'1'011 С.IУЧ86 

~ r ( иz> ~~":.с * ~ J = l4 и --еР и '~А),_. 
<Wc._., ив са88'1'рп в опреде.~еиаи Чl!сел f' и ~ буде'!' 

с.u.цо:вать, 1l'fO Ж/ [ ( Щ) * ~ $ "V'~] = l4 () ~,. (/ ~ 
Ив в'1'0rо бJде'l' веме,реиио с.ае.цо:ва'l':ь ~ F4' [ f9 (t)] = 
= Ч F' [ Э С z>] и теоре111:1. буде'!' доказана. 

п.з. 7. Проведем доказа-rеnс'I'Во равенства ~ [{ t4) .. ~atr~]= 
= l4. v'19-r v ~t O'f пpo'l'UИOI'O. IJyC'fЬ 



51 

Иtf [(ц.'1 )*V«""~] = U~V~·U'"'j• 
06озн~ fj = (Ц.rz.) ~ V~ ~ 1) .,._; Представим !f в виде 
!f=,~/fi. , где !fc = t;J. (UtU1Ji U~·) 
Пpe.цпoJIOZIDI теперь, что f.'~~ t . Тоrда 
~ 1 е P[fp'] ~ li'[!fp• 1 # ~ 

С .цруrой стороиы ~ [(Щ.)*V~1= '4(/~ 9 
д.111 всех lw: /. 1 J.) ~ ... ,., f-t ВJШОJIНево fi'C(t4ti'IJj.)J=P 
Отсюда имеем ~[(Щ.{/~ II'ZJ;)l= ~ .u,u всех i•J,~J-·»fJ-J. 
Поэтому F4' [~с; J =~ дия всех l= /.,tl > ..... ) jJ-/. • OДR81to, 
ес.п f' < f , то fi' [ fp•11: ~ . Противоречие 
доиазнвает, что 'f' < f вевоsмоuо. 

Пpe.ЦПOJIODII, ЧТО f 1 >f' • Тоr.ца ~fi'ly]6fi'[fp,]~ 
~ F'[Y'~ 1:. ~ дия всех ;; r:.J,2.) ..... ,fi-4. . Однако, соrасво 
п.п.з.s имеем: и2 V1?V1Jj е Р'С 'fr1 , опуда 

Fi' [ ~ р J '# ~ . G.аедове.те.иьво f 1 > f:> вевоЗМОJIВо. 
Доиаааво, что f>' = f>. 

п.з.s. Теперь до:кааем, что q.' =t . Действит8JIЬВо, доиаа 
заво, что iiwf' С &€') J = ""fCCt4tJ~)-~] • Обозва~ 
С/1 '= ( UJ,. V ~) Ф 'V1 • Предотавим tf в виде 'f•,; t/1• 

r.це '{lj '= (UJ" V~p V""''·) 1 1. 

Цpe.ЦПOJIOZIDI теперь, Ч'l'О ~1 < ~ • Тоrда iNtjfi'l'/l)t: 
Е- fi' [ ft 1 J ~ ~ С 'f' J' ] -.Jt: Р С друrой стороиы, 
~ ((tt~)tt-V~ J~UtU";. мечет fi"'[(UJ&ti~·)J=-~ 
.ц.u JПIOoro J. • :J., 2) - .. , , <j.-1. • Ооrсю.ца fi'C. tJI;] = ~ 
.ц.u вооrо J = i.,2., ...... , ~ --i • EcD <i-' <t.- , то и 
fi' ( 'f f.' ] '= ~ t ЧТО Про'1'11В0р8ЧИ'l fl' ( r tt •] .,. ~ • 
Св.цове.'f8JIЬВо <j,' < <f" иевозмоuо. 
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Пре;~;~~о.ио.ам нперь, по q.' > tt . Тоrда ~ F"C r ] ~ 
E:f4'(tf'~·) 9 Ft'(tf:j J-=stJ .UЯ :воех J-= J.,2, ... , <J_'-J. • 
С .цpyrol соrоровв из Щ [(Ut) • ~ ] = ~ V Wt с.едует 
р [ ( Ut v ~J.)] = (Clt u1-",.) • Са.цо:ваоrе.п.во, :вкпо.пево 
F"[(~U'W,_ V"_p)) =(UtU~telt1). таuм образом fi'['ff,l~rl 

• Одвахо из '/: 1 "><l. • li' [ 'fJ ] = ~ 
.PII всех J:: J.., 2., -·· ') <t'-! c.18Jt18'r F' С cf~ ]-=~ • 
•oro пропворечиоr Р [ cftt J -:F, • 

так. обр&8011, (/. 1 :> <j,. ве:воЗМОDО. Jо:казаво • по 
q,'=q,. 

O'rOJa&, :в cuy п.п.з.б. 0.118М8'1' JD8PQ811D норев. Теорuа 

~OD8811a. "tt. 1 _,. 11 

11.4. Теорем п.з. IIJcm. А-;с • .. С {J-;,; А..=.~ А.; j 
~ ~·6 ~7 ~~ 

./t..~y = "~ t r .А~ .A'i J • J17C'fit ft ~~ ~1 • 'loJ'-. 
- '7Yf~ A~ty) -='Т'(f)~)U '7Yf,.A1) 

IOMM'l'ШQDO· Jloкaa&'l'!.1ЪCUO вро:ВО,Р!'СК IIII,QlЩIIel по 72. 

Барс РП'П!I• lc.D 7l.. = ~ , по мо~ II.I. 110.11Ч88 

'Т'Cf,Lt~ty)-= TCf).A~ ~~)-= 
= rr ( f, .л~ ) v т с f, .л~) = 

-= rr Cf., ..:1-1() v 7' ( f' ·'\v) 
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.А:_ ~ .. :t ~ А.: 
Тоrда ПOJJY'UUI 

'Г(f, Lt~) = 7'(f,~1 [ Ll.~ А~ ] J 
Отсюда ПО ии.цухтuвому ПpeДПOJI0&8JUIII ПOJJYЧ8.81ot: 

ГГ{f, А~ .. )= 7'Cf, ~ Ltt) UT(f~ .~д~:) 
~ , .. , &."'' 

Отсюда, ВОЗВраl{аЯСЪ lt ПpeJDUIII О6ОЗИа'Ч8КИIDI, ПOJrY'!IЩ 

7' (f) fl:t ~) = T(j) t~,+, 11.';) UT(f) &;~.л'::): 
= 7Y.f, Lt.._) и 'Г(f\ ~) 

ИидухциоКIUIЙ шаr вакоН'Чеи. Теорема доказана. 

II.5. С.Лепствае. Допус'!'им, 'Ч'!'О нам куио :вычас.ш'!'ъ 'r(f, .tt.) 
Тоrда по '!'еореме 10.2 все .цнрн, вхоДIIЩВе в LL IIODO раз6И'1'Ъ 

ка 1'L кепересеХ8111111Хся lt.D.ccoв, '!'ах, 'ЧТО .Шне две .цнрн, пpи

KaдJ!&JIВJIPie 1t ра8.П'ЧИ1111 ltJiaCC811,6y;цyт opтoroН8JJЬJDI. ПoCJie атоrо 

7t раз примеНJIJI '!'еорему п.з, мн предс'!'авам .,.,.,(f, ~) 
:вви.це ~ 

'ТУf) Lt) =}!, 'Т' { f? LL,·) r;це А,·.../...! L.t.i 
ec.u f. "# J . 

!2. РАЗПОDНИЕ Гf7( J) А) дnя СИСШIЫ 
оmы.тых ДЫР. 

!2.!. ТВе[)lЩ8 Ц(),JЦeJDI.!I пеоемевищ; И tверпие fePW, 

I~.r.r. Рассмотрим ве:котору» 'fO'ЧltY ( f, Lt.) • Пусть 
'f - это вехоторое :по-.цевие переменвой Х в сис'1'81Q' А 

ВХо-.цевае 'J- ваэнвается '!':вер.цнм вхо-.цеваем, ес.п 'X6X(f) 
ИJDI ec.m 'JC.. - твердая перемекяая. 
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12.1.2. PaCCМO'fpD ИОО'ЮрliЙ 'fШОВОЙ 'f8pi q-', В:O'fOpd 
входи'! в А . Будем rо:вори'fь, Ч'fО g- - '!'Вер.цd терм, ес.п ои 
Dl8e'f вц ( i-t) , r.це А - 'fиповое :внрааеиие JLD. ес.п <а"' 
.uяетса 'fН.P.ЦJDI вхоадеиаем вев:отороl перемевиой. 

12.2. ODPМJМI а sмрмrме рrщ. 

12.2.1. Paccмo'fpDI 'fOЧJtY ( f > .d) • Пусть А = ;:j t J2. а 
nyc'fь i-t; - иев:отораs: ,Jgфa 1-t: ~А • ДЫра &t: иазнвае'fСII 

1 1 ~· ,, .fl'_ oпpll'l'OI, ес.п ова пре,цс'f&ВD18 в :вце :С Gt ~ , r.це ~ -
"'11"1 1 ,, 

'fJШовое :ввреаевае, а ""-' и '=с - вхоа.цеваs: иев:оторвх перемеи-

ивх, ве I'ВЖ!DIIP'8CII 'fJiep,JI;IiiiR вxoa.цeJDIIIIIJI. 

12.2.2. J,apa, в:o'fOpu ие яв.ue'fos: oпpll'l'OI, бу,це'f вазнва'fЬса 

aupll'l'OI JQIPOI. Лево, что .DJ6u SUpil'l'U .цвра .UUSO пустu, пбо 

coc'fOa'f аз o.-.oro вуа-м}8., пбо хо'fя ба o,J;D аз ее храlвп 

ИJА-Мх-с>В 'l'ИМJil. 

I2.З. /, - I1ЕРJ11ЕННЫ8 И 'l-IIEIWEНRЫE 
12.з.1. БJ;Jteм вавнват~о пepe118JD1111 'Xte l- перемеииоl, ес.в 

оиа ие JIJLIII8'fCII 'fJie~l. и ес.п el coпoc'tU.Dи "- rеиера'!Ор 
DOPQU. ~~~ вспо.u.зо:ва'fЬ ~ ttuol перемевиоl ме'fа-обозвачевае 

fl( Ra,Pif,'Q' с oбiiЧIIIill обоввачевuм ~ • 
I2.З.2. Бу,ца J1&81111&t'Jo пepe118RIIJII 'Х,с "Z- перемевиоl, ес.п 

ова ве o.ue'fca пе.моl, в есп el СОПОС'f8.В.18& R. -reвepa'fOp 
DOPJWt&• ~~~ ИСDО.1ЬЗОВ&'fЬ Д.U: t'UOI П8р8118RИОI 118'fа-обозвачевие 

"t~e ваРQУ о oбiiЧIIIill обоаиачевием- ~ , 
12.з.з. Sсво, что l -веремевваа ве мoutt о.цвовре•вио 

J~U~~nCa ~ ..gеремепоl • иаоборо'f. О.цвuо ~ -перемеииu моае'f 
б&t'lo о.-.овр8118ВВО И е о1J8р8118ВВОЙ, рuво в:ав: И 

BU IIOD'f :а 'fO D BpeiiИ D.lll'fЬCII е -П8р8118ВВОЙо 

"t -перемеи-
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!2.3.4. Ес.пи перемеш1ая: Х. я:в.пя:ется одновремеиио и ! -
переменной и е- переменной, будем говорить, что она я:в.пя:ется 

l е - перемеиной. Ес.пи же перемеииая: Х я:в.пя:ется одновремен

но и 'l. -перемеиной и е -перемеииой, будем говорить, что 
она я:в.пя:ется ~е -перемеииой. 

!2.4. Левая выводИМОсть 

!2.4.!. ВВедем поиятие левой выводимости. Будем говорить, 

что точка ( ~ 1 ., Lt') лево выводится из точхи Cf, А.) , ес.пи: 
r. С f, А) 4 (..f', fi') 

n. JII06oй вывод из точки ( f, А) , имепций rq ze .ц.пину, что 
и вывод ( f, L1.) ~ ( g 1 , .[t1) и отЛИЧИЪIЙ от этого вывода, 
является: более правнм до сравиеmш с выводом ( f, Lt) ~ if', LL') 

!2.4.2. Ес.пи точка (~1 > LL') лево выводится из (f, А) 
будем писать ( f, LL) ~ ( f 1 , 1t 1) • ОЧевидно, что Jiевая: 
выво~сть есть частный случай скяьной выв~ости. 

!2.4.3. Ясно, что ес.пи ( f, .Lt) ~ (~, ф) , то 
'\9- -='Г(~,~) . т.е. жождествеиио выполнено 

( f ") Lt) ~ ( 'l(f,Lt), ~) 
!2.4.3. Пусть теперь концевой вывод ( f, А) ~(~(f' it},f~) 

представИм в виде ( f,.Lt) ~t-f 1, L1 .. ) ~ (T{f> .Lt), flJ) 
Ясно, что при этом всеrда заведомо {.f~Lt') ~ ( 7Yf,A), Ф) • 
однако совсем не обязательно выполнено 

(f, А) ~()''д') 
!2.4.4. Пусть теперь ( .f, L1..) .,';{~ ( f ', .Lt') и 

( f 1, il') ~ ( f 11 , .L\.11 ) • Э.Лементарнне рассуждения: доказы-
вают, что :в этом ~-чае будет иметь место 

( f, .ll) ...: ~ > ( f 11 ) .tt") 
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12.5. Принциц приоритета 

12.5.1. Будем говорить, что проектирующий алгоритм отождеств

ления удо~творяет принципу приоритета, еахи в каждой точке 

(f'>.fl.) ВШIО.ПНЯЮТСЯ медуццие условия: 
1 • Ес.пи (f, .Л) содержит хоть Oli):ГJ захрытую дыру, то точка 

( f, А) - одиозначиая, причем если все следствия из этой тоЧRИ п 
ПО.1JЧ811ТОЯ: по прави.ву Р Х L ми по правилу Р Х R. • то точка 
( f , ~) яв.ия:етоя: точкой проектированвя твердого вхожденv.я пере
мевиой. 

П. Если все дыры, входящие в ( j, А) отхрытые • то все 
с.педствм из ( f, Lt) пОJJуЧВ.mся по прави.ву Р Х l • причем 
это правипо применяется х самой левой дыре. 

m. Пусть точиа (f, А) имеет вид: (f,((~J.xg2 ,ЦJ))A..) 
где Х - вхождение перемеиной, не являщееся твердым вхождением. 

Тогда из выводимости 

(f, (( ~.t 'Х lz. 'Q)) .LL) ~ 
~ ( f', .AJ. (( ~~ ·х: ~~' CcJ' )) А) 

с.педует выводимость 

( f' (( ~~ :r., CcJ))..tt) -7 
~(f', .Ai (( g~ х' CtJ' )) А) 

12.5.2. E,;u проев:тирущиl а.пrоритм удов.петворает прiiНЦИПУ 

пара.JU~ельиости и пр:ииципу пр110ритета, то он заведомо .Jiевосторонний. 

12.6. Теооемы о оаморнии 'Т( f, А) 
В этом разделе будем предпо.иаrать. что paccмe:rpiiВ&IIТCЯ проек

-rирУJЦВе а.пrориnаы отоzдестмения, в:оторые удов.петворяll'l' принципу 

паралле.JIЪиости, пpiUIЦIUIY одиородиости и пpiUIЦВIIY приорите'fа. 

12.6.!. Т.еооема 12.1. Рассмотрим точв:у ( f,..i!L) • тав:ую, 
что все дыры, входsщие в .А - отхрытне, и А ИIIIB'r вид: 
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i.L = ((f.~~oe~&t,Ct.J)) fit , где Jr 0 - типовое 
выражение, :каж,цый ну.пь-терм которого ли6о твердый, .п6о яв.пяетсв: 

вхо.и.цением переменной l ':С • Пусть е~ входит в А To.lbltO 

один раз, и nусть (!-:cto )_Lj(!~) :dg • Тог.ца 
'r(f,Ll)=fUg-UrrU{(~,CcJi)}• где о';-& и ц;~'иа-
ходптся из соотношений 

ГГ(f., с: с е~ е о е~,~)))= ru~u {с~ )Сд"> J 
'Те!., с се~ g:~., СА.>'')) Ltt) =f U'"'iJ-U{(~,t~); )} 

Причем 'Г' ( f, А ) опреде.еи только тоr.ца, коr.ца опредеJiеин 
оба пос.иедних соотношеВИII. 

Jlоiаэате.пьство. <Rевидно, что .fUб'U".V{(e~)G)i)}EW(f,il.) 
поэтому rc f' Lt) заведомо существует. ес.пи два пос.педних соот
ношения определены. ОСтапось похаза'l'Ь, что eCJIИ rr (f, it) о~ 
ствует, то и два пос.педних oooтиomeiUUI опреде.еин и при этом 

'Т'Cf,Lt) =fUb'-(/17-v{(e;; >c.v; )} 
В самом дме, из прииципа приоритета с.uдует, что вывод 

( f '> Ll) ~ ('Т'(~').Lt), ф) представ~ в :виде: 
Cf, се {~Эое~ !t.., UJ)).Ltt) ~ ~ 
~ ( f us-, се е._ !:t, c.u" ))Jt4) ~ 
~( fИЬ'"U\)"U{(~,~i) }., ф) 

Здесь предпо.иаrаетсв: f n ~ -= ~ • ~е. пусть g-0 
такой вариант, что ~ (1 &-о=Р' и 

( f' ( ( е,с ~о ~ ~ 4- ') сд ) ) .л,) . х 1 

.:1!!::, Cf и~' ((е~ §:t' и;: ))../Ч) 

Покажем, что f:io : ~ • Доказате.пьс'l'ВО проводитса от противного. 
Предпо.пожим, что ~ f= 8' . Тогда из точхи 
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( f U ~ ) (С е сУ l, , с..~")) L'Lt) нет ни одного концевого вывода, так 
как иначе ИЗ нее В си.иу Поi2.4.4 ВЫВОДWIСЯ бы 'r (f, .if). 

Да.иее,при тех оrраиичеииsа, которые на.иоаены на go , 
имеем 4. [Qo(~Vf>"o, lo;(.lo)] ~ ~.[Qo(~U~) t~ l.) J 
поетому to [Q" ] " ~ 0 [ 4>~' ] • G.Iедовате.п.но Се):' 

,..~ 1" о ,, можно представиоrь в виде ц.rо =(А) Ц) • До:кажем теперь, Ч'rО 

имеет мес!'о ( ~ и8"., ((~ l:1., ц;;' ))itt) ~ 

4 (fUЬ'oV-&tJ {(~, CAJ 0~~·)}, Ф) 

~ CS;rne:r противоречить 'rOIQ', Ч'rО из ( fURro,((e:, ~1 , G.Jo"))~) 
нет ни одного концевого :внвода, а oтcQta будет с.иедовать, что 

&' = Э"о • 
Деlствите.п.ио, вывод ( f (/ t", (( ~ 1, , (,() 11 )) Щ) • J{ ~ 

~(~U8'UU'U{(e~,cJ3')},;) заведомо представJМется в виде 
(fUlr, ((~ ~:J.,Q'' ))~t) -7 
~ (~us-u{c~ ->си~)} ,се a:t, C4J2))N) :4 
~ (fUS'U""U{(8t,tu;)}, ~) 

Однахо, в си.цу того, что eN е- переменная: и входит в .11-
'I.'OJtЬKO ОДИВ раз, ИЗ :ВНВО.ЦВМОСТИ 

(~и <t, ((~ 8~, Сд'' ))J'l,) ~ 

-7 Cf VВ" U{(~, сд;) j, ((r~,UJ;' )),N) 

Вli'1'8U8T :ВНВО.ЦВМОС'l'Ь 

( f V 8-, (С 8;, G4, СА> 0 Се) 1')) Lf.t) --7 

-? (f VS'U{{~, u;o~;)} ,{( 1,> си;))k). 
Теперь заметDI, Ч'rО из ортоговuъиос!'JL ( L~ fo).Lr {1,) dt 
Bli'!'8X88'1', что в ~ и So ВХОДIIТ тот.хо те переменныв, которые 
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не входит в G i и L1 1 . Позтому в сщ ПрИIЩIШ8. пара.~LJ~е.п.
иости можно заменить д на ~ 0 и ПО.JУЧИТЪ: 

( f (.) "i:ro' ({~ ~ 'СА)о U)") ).А~) --? 

--7 (jиooU{(~, c,.J•,:p;· )] ">{(~,w~')>~). 

ТОЧНО TSX &е ИЗ ВЫВОДИМОСТИ 

( fV b'-V{ (~, CA.Jl')}, ({/, > cv~· ))fl,) ~ 

~ () u'5 u 15- и t (~,и;~· ) j , si) 

CJiepyeT ВЫВОДИМОСТЪ 

(fUbo Ut(€;J,c.lo~;)f, ((tl,,Ы~))~)-4 

~ ( f и Ь'о и 11- и .[ ( ~, (А)· cv; ) ] , ? ) 

Но из этих двух выводимастей непосредственно СJI&дует: 

( j и до, (( eq ~:J.., c.Jd' )) .А~) ~ 

~С) U~ U-t7-U{(~, u;•U);) }, ~) 

СЛедовательно, с~ствует хотя 6н один хо~вой вывод из 

(fUВ"o ((~l, r.Jo"))~) • Из противоречия с.едует ~=8-0 , 
Тепе~ь докаж:м соотношение 'Т(f, ({~~~о~' <А.>))) : 

:gU~(}{(~,(.&)")J. ДеЙСТВИТе.JIЬИО, ИЗ S"'=bo с.педует, ЧТО 
( f ' ( ( е;(. '!о е~ r ~ ' cv) ) ~) • ,}t 7 
~(fU~, ((~ 1d, ~"))At) 

Одиахо в си.пу принципа однородности отсцца с.педует: 

( r' ( ( е~ ~о ~ ~ ~' (L) )) ) ~ 
~ ( ~ uь ') (( ~ ~:t' СА)"))) 
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Кроме 1'0ro, в свху пр.ецвпа приорите'l'а: 

rf, се~~.~, с.и>>> .:...!4 
·~) ( f (/ 8-) ( ( ~ ) Сд" ) ) ) 

0'1'CJJД8. с.18д18'1' 

'Т{f,((t~ 1о ~,си)))= fU~U{(~ ,Gc>'')} 
Теперъ докааем, Ч'1'О 

'Т(f, cceq /., GJ'')) Lt.~= fU",.V{C~,(A);j' )} 
В С81ЮМ деа t ИВ :&IDOДIIIIOC'l'И 

Cf utt; ((~1", c.v" ))At) ~ 
.:14 C.fиcS-u-e- u{'c~,w;. )} , Ф) 

в cuy пр11ВЦ11П8. пара :ue.IЫIOC'l'И с.ае.цуе'l' :ВЫВОДIDIОС'l'Ь 

Cf, се~ 'it, CAJ'' )) Ltt) ~(_fthiO[(f1j, w;')J, Ф) 
О'l'сюда с.е.цует докаЗВ11а8110е соо'1'во11епе. Теорема доказана. 

!2,6.2, Теорема !2.2. PacCIIO'l'PD 1'<>'ЧХУ ( .f .) .4 ) 'l'axyll, 

Ч'l'О :все дырв, :ВХОДIЩИе В 1l. - О'I'КрН'l'не, И ./t 11118еТ BII,Ц: 
..(\. = ( (! J. ~,с 'го, (J) )) .(Ч • где ~ ~ - пере118ИВаи, IПLI"""R
cя 'Ze- пере .. нвоt. П7оп ~..с :входи'l' в А тOJIЫto OJtiiR раз, 
пус'l'ъ ( 'f.)J...! (t~) At и при &1'0М кuдн1 иу.п.-терм 
14 . ие юurпциtся 'l'В8рднм, предс'l'авuеоr собой :вхоJr,Девие пере,-

118ВВОI, :КO'l'Opol COПOC'l'au8JI JC'l'OЙЧJIВIII reвepa'l'Op ПОрRJI;КВ.. Тог.ца: 

ГJ?(f, .lf.)-= 1' uэ-v"-u{c1", ~~ )} 
''"' "· '\ 1 где Ь ,,." и """х. вахо,цатся из ооопоmевd: 

'1'(!, се~ :е~., w ))) ~ f v s--u { {"Z';L, ш;>} 
Гf'(f, {( t:t~~,u;'))~)-=fV1J-U{{~~,cv~ )} 

Причем 'Т' ( f' fl ) опреде.1еи 'l'O.Ш.RO тогда хог.ца опреде
жевн оба пос.едвих соотношения. 
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доlt8.З8'1е.пьство. ОЧевидно, что ..f U ~и ".и {('2~, uJ~ >} € 
€: IN( f, Jt) , поэтому T(f, .А) заведомо сущест-

вует, ес.п два пос..едних соо'!'Иоmеиu определеИii, Осталось по:каза-rь, 

ч-rо eCJDI Т(!, .Л) существует, то и два пос..едних соотиоmеви.s: 
опреде~ин и при э-rом 

'Т'(!, fl) = .f v~() ~t![{~") c-J~)} 
Деlствитuьво, внвод (f > .А) ·:L) {'Т' Cf, А), ф) 

1 
представим в виде: 

(~,се ~:t "l~ao, UJ))~) ~ 
~ ( g и~ i ' ( ( 21С а.. ) "'~ ~ 1\ ) ) 4 ) ~ 
~ ( ~ v ~!и)) ' .tt( ) . ~) ( ~ cJ ~ i t) ')) и f .t ) ~) 
Здесь пpeДDOJJai'ae-rca, Ч'1'О f , f ~ , ~ .1 и )} попарно не пересааm-
са. 

Пус'fЬ 'f8Перь ))0 такой :варвав-r, Ч'1'О '))о не пересе-

:кае-rса с f, ~ :i и ~ ..L и :в то u :вре1111 

(~U~!., (CZ~Io,"'~ GcJ"))~) ~ 
. ~ > (f и f j и ')). ) fil ) 
По:кааем, что ~~))о • В самом дuе, если .)) 1= ))0 , 

то из точ:ки ( f U f :t И ~о ,А() не до.uно <:Sнть ни одвоrо :ков:це
:воrо внвода. ОдвШtо из привципа паре..IШ8.пьвос-rи и ортоrова.пьиости 

C2t:: f.).Lr ~ :внте:кает, что внво.цимость 
(~ U~:~U)),~) ~ (fU.f:tИ~ IJj1., flS) 

:в.ечет ВНВОДИIIОСТЬ 

(fUftU~o,.Лc) ~ (.fиf,jU)).Uft,?J) 
Значит из ( f U f J. U )>о , ~ ) ес-rь хотя <:Sн один к.овце:воl 
вн:вод. Из противоречия с..едует )) -:::: ))о • так.им образом: 

(fV f-4.) (( "г'JС ~о) U)~ сд" )) ~) ~ 
~ (J' и f :l и)) ) .А.~) 

Обозначим теперь ')) -= 8'" И{ ( 2~ tд~ ) } где 
8'n.[(~) (А)~) 3 = ф , По:кажем, ЧТО) 8' IIODO В8Й'fИ ИЗ 
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соотиошеRJШ 

'Т'(f, ({'Z~ /о, и;)))= f'U б' U{(~) UJ') j 
Действите.nьио, испо.иьзуя принцип однородности из внводимости 

( jV~~? ((~"' j", G<J.~ си" )).AI) ~ 
~(ft/ft и{сг~, w>~)Jv8-, .л;,) 

10JIYЧIUI :ВНВО.ЦИIIОСТЬ ~ 

(j' Vf:J.' (("г -:с. ~о, CV.~ (t)'' )) ) ~ 

~{fUf~ U{(2':t,c.J~ )}cl~, ~) 
Теперь воспо.иьзуемся привципом пара&Иельиости и попучим внводи

мость 

( f, (С 'г~ 8q, ClJ~ Ф''))) ·~') 
~ (~ V{{2.,c,CL)~)}f/~) ~) 

Теперь испо.пьзуем то, что ~ - суть ~е- переменна.я. 
Отсю,ца по.вучаем выво,1tИМОсть: ~ 

(f) СС ~~о, aJ~ w~ cu"))) ~ 

~ (~ u { (~ ~ ш1. си~ ))t18'", Ф) 

Г.Ц8 

Оfсю,ца вевосре.цствевио получаем: 

'Т'(f, (С2~ lo си))) -YV{{'г?t.,w'J)u$-
тeпepъ вуuо .цоuзат: сооТRошеиие: 'Т'( f, (( f:J.il-:c,w' ))ift) ":. 

= f c/".1/{('t,t ,(А)~)} , r.це ". = f-4. tJ f.t. • Дпя втоrо заметим, 
что 8" , а с.u.-овате.IЬВо и W '' от f 4.. ве зависят. Позтому 
ковце:10l JUDOA ( f~A) ~ ('Т'{J,it)> Ф) прин8,ЦJ1епт х IIНо
аеству выао.-ов вида: 

( f) (( 1-4- ~-:с ~о, си' Ct>'' ))Act) ~ 

~ (~Uf~, (('Z4. 'to) си~ CtJ"))Ll~) ~ 



вз 

~(fUf;t U{('l~, 4>~ )}, {(~ ,С4>"))~) ~ 

~(fU~:&. U{('l:JC, w): >}us-, Ll~) ·Х"7 

·:l~ (f Uf:t V{C'г-:t:) ц;~) ]fJВ"Uf~, Ф) 

где ~ и (.() 11 ОД11118КО:ВВ див: всех :ввводов. Одвахо из прИJЩJШов 
параие.п.вости, о.диоро.цности и приори'1'8та с.иедует, Ч'1'О :кaJrДOJI1 

ВЫВОдУ ИЗ ЭТОГО IIВODC'fВ& МОDО B88.JIIIR~,дii08И8ЧJIO COПOC'l'UJI'l':Ь 

внвод: 

Cf,(C,i.'г.:, a>'))N) ~ 

~(fUft,(C~,uJ~ ))LL~) ~ 
--7 ( ~ 1) ~ ~ v { ( 'l ~) Се)~ ) f > ( ( fl.) ф ) ) 4 ) ~ 
~ ( ~ U~;1. И {СZ:с)Ш~)}, ~) ~ 
·~, (fИf;tИ{CZ~)cu~)}Uf..t,~) 

Причем, из устойчивости rеиераторов порядка с.иедует, Ч'l'О при 

8'1'011 ото6рваеИИИ O'fИOIII8JDie ПОрядка иа IIВODC'l'Вe :&ВВОДОВ 00Xpa&JI8'l'CIIo 

Отс~ иепосредствевво с.ие,дует 

'r{f? (( ~i. ~-;е, w' ))Ltc) -=.fU".U{(~:JC, C4J~)} 
где ~ =f:t () f.t 

Теорема доиазена. 
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