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ВВЕдЕНИЕ 

В первые годы своего существования ЭВМ применялись, главным 

образом, для численных эацач, а затем - задач обработки больших 

массивов экономической информации. Ддя этих областей были созданы 

такие общепризнанные языки программирования как ФОРТРАН и КОБОЛ. 

В 60-е годы ЭВМ быстро проникали в другие области, одна из 

которых известна под названием "обработка символьной информации". 

До сих пор не существует точного и общепринятого определения 

того, что именно следует включить в понятие "обработка символь

ной информации", но как правило, предполагают, что к этой об

ласти относятся такие виды деятельности как перевод с одного 

искусственного или естественного языка на другой (трансляция), 

выполнение аналитических выкладок на ЭВМ, исследования в об.лас

ти искусственного интеллекта и др. 

ДДя. задач символьной обработки было создано большое коли

чество разнообразных, резко отличающихся друг от дР,1га, языков 

nрограммировавия, среди которых nрежде всего следует отметить 

такие языки как C0t11T [ 4, s1. L.ISP [6,?] , SNOBOL 
[s, 9, IO] , АМЕНТ [ I2, IЗ] , CONVBR Т [ I4}, t.IMP [I6] , 

Р:т?АЛ [ 22,23,24,25,3I,33,35,36] • 

Уже само обилие и разнообразие языков для символьной обра

ботки и отсутствие среди них стандартного, удовлетворяющего 

подавляющее число пользователей, говорит о тех трудностях, с 

которыми сопряжены разработка и реализация таких языков. 

Трудности эти, в принципе, возникают при создании любого 

языка высокого уровня и вытекают из самой сущности таких языков. 
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С одной стороны, язык программирования, ориентированный на 

решение задач из какой-то определенной области, должен предос

тавпять такие средства записи алгоритмов, которые удобны и ес

тественны для человека. Следовательно, он должен быть построен 

на основе формализации ряда понятий, тери~нов, представлений, 

ва~х и характерных для этой конкретной области. С другой сто

роны, алгоритмы, записанные на этом языке, должны достаточно 

эффективно исполняться на ЭВМ. Следовательно, язык дол~ен как-то 

учитывать особенности существующих машин. 

Таким образом, всякий язык высокого уровня имеет двойствен

ную природу и представляет собой более или менее удачный комп

ромисс ме'ltду "человеческими" и "машинными" требованиями. 

В области языков для символьной обработки эта двойствен

ность про!'вляется особенно наглядно, поскоJIЬку существующие 

ЭВМ хорошо приспособлены для задач численного характера и для 

задач обработки данных и гораздо хуже - для задач обработки сим

вольной инffормации. 

Недостатки аnпаратуры приходится преоп:олевать программными 

средствами. Вследствие этого, языки для символьной обработки 

часто реализуются с помощью интерпретаторов, и даже в тех слу

чwх, когда создаются компиляторы , скомnилированная программа 

обычно не в состоянии работать самостоятельно, без nоддержки 

значительной административной системы. Все это резко снижает 

скорость работы программ и усложняет реализации языков. 

Пропасть, образовавmаяся между языками для символьной об

работки и существующими ЭВМ хорошо отражена в следующем выска

зывании Д.КНута [2I, стр.56З] : 



-8-

"Появилось также несколько систем для манипуляций с цеnоч

ками (иJiи строками) ;в этих системах nервостеnенное значение 

имеют операции над цепочi\ами nеременной длины, содержащими 

бyr\BCHHYJO информацию (поиск вхоJJЩений некоторых подцепочеit и 

т.д.). В историческом nлане наиболее важными из такого рода 

систем были КОМИТ ••• и СНОБОЛ ••• Хотя системы для маниnуляций 

с цеnочками широко использовались и хотя они состоят в основном 

из алгоритмов,с которыми мы встречались в этой главе, они игра

ют довольно скромн~о роль в истории методов представления 

информационных структур; пользователей этих систем почти не 

интересовали подробности фактических внутренних процессов, 

nроисходящих в машине". 

Ддя выхода из сложившейся ситуации необходимо создание 

nроцессоров, специально приспособленных для символьной обработки. 

Однако, совершенно очевидно, что приступать к р:iзработке такого 

nроцессара невозможно до тех пор, пока не выделен некоторый 

набор элементарных операций, хорошо отражающий специфику задач 

символьной обработки и допускающий относительно простую аnпара

тную реализацию. 

При разработке этого набора операций опасно полагаться 

на одну лишь интуицию или удачу. Нам нужны какие-то гарантии 

того, что выбранный набор операций действительно адекватен зада

чтя символьной обработки и достаточно прост, чтобы имело смысл 

реализовывать его аппаратно. 

В связи с этим представляется разумным обратиться к сущест

вующим языкам для обработки символьной информации, таi< I\ак 

эти языки вобрали в себя богатый опыт по пporpaw~po~Iю 

задач из этой области. 
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Предлагается следующий nодход: выбрать в качестве отnрав

ного nу1шта некоторый язык высокого уровня и рэ.зработать сис

тему команд, удобную для комnилятора с этого языка. При этом, 

если исходный язык отражает сnецифику задач символьной обработ

IШ, можно надеяться, что и nолучившийс.я набор операций будет 

отражать существенные, важные особенности обработки символьной 

информации. 

По убеждению автора, одним из языков, nодходящих для этой 

цели, является .язык рефал [22,23,25,3!,35] • Это убелщение 

основю1о на следуюищх особенностях языка рефал. 

I. Рефал построен на основе небольшого числа основных поня

тий "высокого уровня": синтаксическое отоJIЩествление (поиск 

по образцу- ра..~ 't'fV~ ) , nодстановка, рекурсивная 
функция. Благодаря этоNJУ рефал сочетает коr.шактность (формаль

ное оnисание языка занимает 3-4 страницы) и выразительность. 

В то же время, nонятия, на которых построен рефал - по существу 

традиционны и восходят к алrорифмам Маркова [ 2,31 и формализации 
реiqрсивной арифметики по Эрбрану-Гёделю [ !,3] • В рефале произ

веден удачный синтез этих пон.ятий в единое целое. 

2. Рефал резко отличается от языков, предназначенних для 

решения численных задач (Фортран) и задач обработки данных 

(кобол). В нем отсутствуют такие "классические" понятия как 

"переменная", "метка", "оператор nрисваивания", "оперэ.тор nере

хода", "условный оператор" и т.д. В этом отношении рефал заходит 

гораздо дальше,чем, например, L.ISP и SNOBOL ,в которых 

мы обнаруживаем метки, nеременные, операторы присваивания и 

nерехода (в языке \...I'OP - благодаря механизr.w ?RO~ ) • 
Мет!Щу тем, чем меньше в языке заимствований из фортрана, тем 



-IO-

нагляднее в нем проступают как раз те черты, I{оторые специфи

чески связаны с символьной обработкой. 

з. Pffpaл - машинно-независимый язык. Первоначально он созда

вался с теоретическими целями и не предвазначался для использо

Dания в качестве практического языка программирования. Поэто~ 

в язык не были внесены ради облегчения реализации какие-либо 

черты, продюtтовэ.нные особенностями имеющихся ЭВМ, а не назначе

нием языка. Таким образом, рефал машинно-независим в силу того, 

что он не ориентир,уется на существующие ЭВМ, в то время как 

фортран машинно-независим в силу того, что отражает наиболее 

общие, характерные черты имеющихся ЭВМ. 

4. Рефал прошел достаточно длительную проверку в качестве 

практического языка программирования. Он применялея как универ

сальный макропроцессор,для написания компиляторов, для производ

ства аналитичеСI{ИХ ВЮ{Ладок на ЭВМ, лингвистических задач, машин

ного доказательства теорем и т.д. ПоэтоМУ, эффективная реализация 

рефала представляет не только теоретический, но и прюtтический 

интерес. 

Исходя из вышеизложенного, основная цель данной работы была 

сфорМУЛИрована следующим образом: разработать язык, называемый 

в дальнейшем "язык сборки д.лн рефала" ctt4d ~ 
~ ) , удовлетворяющий следующим требованиям: 

I. Адекватность рефалу. ПрогрЭJтwШ на рефале должны сравни~ 

тельно просто и естественно компилироваться на язык сборки. 

2. Простота реализации. Язык сборки должен доцускать простую 

программную реализацmо на существующих ЭВМ. Это, до векоторой 

степени, может служить гарантией того, что язык сборки будет 

также допускать простую микропрограммную или аппаратнуы реализа-

цию. 
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3. атФективностьо Рефал-программы, скомпилированные на 

язык сборки, доткны работать достаточно быстро. Это означает,что 

во-первых, операторы языка сборки до~~ы допускать эффективную 

реализацию, а во-вторых, язык сборки должен давать достаточный 

простор для проведения различных оптимизаций во время компиля

ции рефал-программы на язык сборки. 

4. Машинная независимость. Язык сборки не должен отражать 

специфические особенности какой-либо конкретной ЭВМ. 

Очевидно, что задача создания языка сборки, удовлетворяющего 

перечисленным требованиям, мот~т быть успешно решена только 

в том случае, если одновременно с вей будут решаться следующие 

задачи: 

Io Разработка программной реализации языка сборки. 

2. Разработка компилятора с рефала на язык сборки. 

3. Разработка методов оптимизации рефал-прогрюлм. 

В результате решения этих з~ач, мы попутно получим эффектив

ную программную реализацию рефала, обладающую, по сравнению с 

рса.ли:зап.иями на основе рсфал-интерпрета'.rоров [ 26, 27] , следующи
ми достоинствами: 

r. Упрощается логическая стР,Уктура рефал-транслятора, 
поскольку он разбивается на две независимые части: интерпре~атор 

языка сборки и компилятор с рефала на язык сборки. 

2. Сащую сложную и значительную по объему часть рефал

транслятора - компилятор, можно написать на рефале, который 

весьма удобен для этой цели. 

3. Комrmлятор с рефала на язык сборки, написанный на рефале, 

машинно-независим, что значительно повышает портативность 

реализации рефала. 
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4. Скорость работы ско.мrm.лированных рефал-программ может 

быть повышена за счет оптимизаций, выполняеМЬIХ во время коwхи-

л.япии. 

Лдссертационная работа состоит из введения, nяти глав, 

заключения, списка литературы и приложения. 

В первой главе содер~1тся описание языка рефал, на основе 

работ [22,23,24,25,31,35,36] • Описание рефала включено в дис
сертацию вследствие того, что различные описания рефала исполь

зуют различную терминологию, и по-разно~ оп_1:едел.яют прави.1Iо 

синтаксического отождествления. Терминология, введенная в первой 

главе, последовательно использ.уется в последующих разделах 

диссертации. 

Во второй главе рассматриваются вопросы, связанные с 

синтаксическим отождествлением в языке рефал. 

Синтаксическое отождествление (поиск по образцу) является 

основньm~ средством, с помощью которого в рефал-программах осу

ществляется доступ к данным, проверка условий и организаrwя 

управления. Поэтому, скорость работы рефал-прогрюdМ зависит, 

главным образом, от того, насколько эффективно б,удет осуществ

ляться синтаксическое отождествление. 

Непосредственная реализация правила отождествления,сформУЛИ

рованного в описании рефала, приводит к крайне не:эфiJективному 

алгоритr-q отождествления. В связи с этим, в диссертации уделяет

ся много внимания воnросам, связrошым с ускорением процесса 

синтаксического отождествления. 

Во второй главе рассматриваются различные фо~JШровки 

правила отождествлешtя, которые использова.лись в разных описа

ниях рефала. Сравниваются два способа определения правила 
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отождествления: аксиоматический и алгоритмический. Обсуждаются 

достоинст.ва и недостатки этих сnособов оnределения~~ а также 

методы оптимизации, nозволяющие сократить комбинаторный nере

бор, возникающий в nроцессе синтаксического отождествления. 

Производится сравнение синтаксического отождествления в языке 

рефал с nоиском по образцу в других языках. 

В третьей главе оnисан язык сборки,интерnретатор языка сбор

ки и методы комnиляции с рефала на язык сборки. 

После неформального ОIШсания каj!Щого оnератора языка сборки 

nриводится его формальное оnисание в виде подnрограммы интерпре

татора языка сборitИ, реализующей этот оnератор. Таким образом, 

формальное описание семантики языка сборки дано через оiШсание 

интерnретатора языка сборки. 

Методы компиляции с рефала на язык сборки в третьей главе 

описаны неформально, с помощью примеров перевода рефал-предложе

ний на язык сборки. 

Н четвертой главе описан компилятор с рефала на язык сборки. 

Обсуждается общая структура комnилятора~~ а затем приводится 

описание его наиболее сложных частей: алгоритмов компиляции левой 

и правой частей рефал-предложения. 

Алгоритм компиляции левой части содержит алгоритм исключения 

лишних удлинении е-nеременвых, благодаря че~ уменьшается 

nеребор во время синтаксического отождествления. 

Алгоритм комnиляции правой части исnользует эвристические 

методы, позволяющие уменьшить число преобразований, выполняемых 

над полем зрения во время замены ведущей области конкретизаrmп. 
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В пятой главе описана история работы над рефал-компилятором 

и указан вклад участников этой работы. 

Приложение содержит теоретический анализ nравила отождестD

ления,сфор~лированного в оnисании рефала. Доказываются свойства 

этого nравила отождествления, на которых основан алгоритм 

компиляции левой части предложения, описанный в четвертой главе. 

Основные результаты диссертации докладывались на Второй 

Всесоюзной Конференции no Программированию в г.Новосибирске 

в !970 году [29] , а также на Всесоюзном Симnозиуме no вопросам 
обработки символьной информации в г.Тбилиси в I970 году С[зо1). 

По теме диссертации оцу6ликованы работы [29,30,32,34,37,38,39] • 
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Глава I. ОШ1САНИЕ ЯЗЫКА РЕФАЛ 

I.I. Неформальное описание языка рефал 

I.I.I. назначение языка 

Язык рефал (алrоритмический язык рекурсивiШХ фунiЩий) 

был создан в качестве абстрактноrо метаалrоритмическоrо языка 

предназначенноrо для формализации семантики алrорят~шческих 

языков. [ 22] • Различные описания язiШа [ 23, 24, 25, ЗI, 35] 

отличаются в некоторых деталях. Здесь будет описан вариант ре

фала соответствующий L35 J , который получил название "базисный 
рефал". Именно этот вариант был реализован в рефал-комnи.ляторе. 

Основные черты рефала оnределяются тем, что он был задуман 

как средство для оnисания семантики других языков. 

Формальное описание семантики алrоритмического языка -

это либо описание интерпретатора этого языка, либо описание 

:комnилятора с этого языка на друrой язьш (для котороrо уже име

ется формальное оnисание семантики). Поэтому, язык, предназна

ченный для оnисания семантики - это язык, на :котором можно опи

сывать интерпретаторы и комnиляторы lЗI 1 . Такшл образом, мета
алrоритмический язьrк сам должен быть алrоритмичес:ким языком. 

Как~~ же требованиям должен удовлетворять этот язык? 

Ясно, что, в прющиnе, на любом универсальном алrоритмичес

ком языке можно оnисать семантику любоrо дpyroro а.лrоритмичесitо

rо языка, nоэтому выбор тоrо или иноrо алrори~шческого языка в 

качестве метаязiЖа- вопрос удобства. Однако, "неудобство", 
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на практике, часто означает "невозможнооть", поэтому, чтобы 

метаязык был прi~оден для практичеокоrо употребления, он должен 

удовлетворять оледуюп~ требованиям [3I, 35]. 

I. Метаязык предназначен для записи проrра.мм, которые обра

батывают тексты на каких-то формализованных языках. Поэтому он 

дoJJrneн позволять оnисывать сколь угодно сложные nреобразова

ния одного текста в другой, без каких-либо оrраничевий на харак

тер nреобразования. 

2. Метаязык должен быть удобен для человека. Текст на мета

языке должен предотавлятьоя не в виде сложной и запутанной nроr

раммы, которая каким то неведомым образом осуществляет трансля

цию, а в виде nредложений, выражающих nонятия этого языка через 

более простые понятия. 

3. Метаязык должен допускать эффективную реализацию на вы

чиолителышх машинах. 

Сформулировтrные требования nоказывают, что метаязык пред

ставляет собой некоторый язык для обработки символьной инфо~~-

ции ( ~'аМ~Ое tYI.() •• rUp~ti.orL еалi~е ) , ПОЭТОму, nОМИМО. 
описания семантики алгоритмических языков, он может иметь и дру

гие, не менее важные nрименения. В nервую очередь, это машинное 

выполнение громоздких аналитических выкладок в теоретической 

физике и приклqдной математике, перевод о естественных языков, 

машинное доказательство теорем, моделирование целенаправленного 

nоведения и т .п. Общим для всех этих nрименениИ является то, что 

мы заставляем машину совершать оложные nреобразования над объек

тами, оnределенными в некоторых формализованных языках (алгорит

мические языки, ЯЭШ( а.лrе6ры, яз~m исчисления предикатов и т.д.). 
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I.I.2. Поrmтие конкретизации. 

l{аr<им же должен быть метаалгоритмический язm<, чтобы он был 

удобен для человека? 

Машинно-независимые алгоритмические языки (фортран, кобол, 

ПЛ/I, симула и т .д.) удобны для записи задач из определенной 

области вследствие того, что они строятся на основе формализации 

ряда понятий, важных и характерных для данной специальной области. 

Нам же нужен язык, который не просто фиксирует определеюшй набор 

понятий, а позволяет описывать любые языки и понятия (метаяэm<). 

Такой метаязык будет удобен для человека только в том случае, 

если он будет отражать какие-то чрезвычайно общие и, в то же вре~ 

важные особенности естественных язЕШов и их продолжения - ф:>рма

дизованных языков математики [23, 3I, 35]. 

Важнейшей чертой этих язЕШов является наличие в них иерар

хии понятий. Возьмем какой-нибудь языковый объект, наnример, слово 

и задзди.м вопрос: что значит понимать это слово1 Очевидно, что 
внешний вид этого слова сам по себе не имеет никакого значения, 

имеют значение лишь связи этого слова с другими словВ!УШ и, в ко

нечном счете, с элементтАИ чувственного опыта. Поэтому понfu~ать 

слово - значить уметь nройти в обратном направлении путь ero 

построения. Понимать абстратное понятие - значить уметь его кон

кретизировать в каждой заданной ситуации, понимать сложное понятие

- значит уметь свести его к ряду более простых. И то, и ,цруrое 

означает замену языкового объекта, занимающего более высокое по

ложение в иерархии понятий на ряд объектов, занимающих в ней 

более низкое положение. Эту операцию мы будем назьrвать конкрета

зацией языкового объекта [3!, 35]. 

Операция конкретизации явмется основной 11 единственноН опе

рацией в языке рефап. Для обозначения зтоtl onepawш бурут асnоль-
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зоваться два знака: t и .J. , или фунiЩИональные скобки. 
Знак i мы будем также называть "знаком конкретизации", а знrоt 
.J.. - конкре тизационной точкой". 

Языковый объект,подлежа~i конкретизации, должен быть за

ключен в конкретизационные скобки. Так, например, объект 

~ 28 + 7 ~ будет рано или поздно заменен на объект 35 (если, 
конечно+ обозначает операцию сложения). 

Очевидно, что явное введение конкретизационных скобок 

непосредственно вытекает из назначения языка рефал. В специали

зированных алгоритмических языках, оnирающихся на фиксированную 

иерархию понятий, обычно придумывают такую систему обозначений, 

чтобы для каждого языкового объекта по его внешнему виду (и по ко& 

тексту) можно было распознать его положение в иерархии понятий. 

Так, в фортране, объект 2.7!83 обозначает число, а объект~ 

обозначает переменную, которая может nринять (в числе друrих) 

значение 2.7!83. В нашем же случае, когда мы nроектируеа метаязык, 

рассчитанный на nроизвольныв системы nонятий и обозначений, нужно 

с nомощью сnециальных знаков указывать, какие объекты уже пол

ностью въrчисленъr, а какие подлежат конкретизации. 

I • I • 3. Знаки , симво;ш, выражения. 

Язык рефал является одномерным знаковым языком, т.е~ его 

объекты - это последовательности некоторых знаков .. Под знаком 

мы nонимаем минимальную синтаксическую единицу, не расчленимую 

на cocr авные части. 

Так как язык рефал является метаязыком и должен nрименяться 

д;т...я оnисания других языков, не следует сильно ограничивать набор 

знаков, которые будут в нем использоваться. В то же время 
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нам, очеви.цно, потребуется какое-то число специфических знаков 

с фиксированiШми значениями. Поэтому мы объявим, что все знаки 

языка делятся на собственные знаrm и объектные знаки. Набор объект

ных знаков не фиксируется, nредnолагается только, что он н:онечен. 

Что касается собственных знаков, мы будем вводить их no мере 

дальнейшего изложения. Пока что нам известно два собственнъrх 

знака: { и J. • 

Минимальной сематической единицей, нерасч.ленимой на состав

ные части в процессе работы рефал-nроrраммы, .является символ, 

Itоторый nредставляет из себя ;шбо объектный знак, либр nоследова

тельность объектных знаков, заключенную в апоотрофы.Например: 

z 
= 

•rоли• 

•ФИ25' 

Знак ' (аnостроф) является собственнШv'l знаком рефала. 

Синтаксические средства, применяемые 'В форма;шзованных 

язш<ах для конструирования сложных объектов из nростых, могут 

быть самыми разнообразншли. Поэтому, мы: не можем nредполагать 

для объектов рефала какой-то определенный, специ~~зированный 

синтаксис. Тем не менее, есть одна черта, общая для всех синтак

сических схем, которую нельзя не учесть при построении метаязыка~ 

это тот ф:lкт, что синтаксический ана;шз всегда по рождает оnреде

ленное дерево .языковых объектов (см. рис. I.I)~ ПроотеИmий и наи

более nривычный способ изображения такой структуры в виде линей

ной nоследовательсти знаков - это использование скобок. Поэтому 

скобки рассматриваются в рефале, как собствеШiые знаки ( следо
вательно-не являются символами). 

*Рисунки см. в конце ~ой rлавы. 
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Круг;ше скобки, nридакщие структуру объектам работы, мы будем 

называть структурными, в отличие от I<онкретизационных окобок, 

указывающих на необходимость выполнения конкретизации. 

Теnерь rш введем понятие выражения, которое можно опреде.пи.ть 

как последовательность символов и скобок, ооответств~ю оледую

щему оnределению. 

I. Пустой объект есть выражение. 
2. Символ есть выражение. Свободная переменная есть выраже

ние (о свободных переменных ом. п.2.!.5). 

3. Последовательность выражений есть выражение. 

4. Выражение, взятое в структурные или фуш<циональные скоб

ки, есть выражение. 

5. Объект, который на основании преДЬiдущих пунктов не может 

быть квалифицирован как выражение, не есть выражение. 

Примеры выражений: 

АВС() 

А = (В;.С)/2 

'' ЮЛИ• А<В •ТО• А •ИНАЧЕ• В~ 
t~x.L <~У .L) .1. 

Терм оnределяется как выражение, которое представляет из 

себя либо символ, либо выражение, заключенное в структурные и;ш 

конкретизационные скобки. 

Таким образом, воякое выражение есть nоследовательность 

из некоторого (быть может нулевого) числа термов. 

Информация, обрабатъtВаемая рефал-программой, всегда представ

ляет из себя некоторое выражение. 
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I.I.4. Предложения. 

А.лrоритмичесrше яэшm можно разделить на две груnnы. Первую 

группу образуют языки, которые мы назовем языками оnераторного 

типа. Элементарными единицами программы являются эдесь операторы, 

то есть приказы, выпоJШение которых сводится к четко оnределенно

му изменению четко оnределенной части памяти машины. Фортран, 

например, является типиЧНШJI операторmм языком. Языки второй груп

пы мы назовем языками сентенциального тиnа. В сенте~льных язы

ках nрограмма представляется в виде набора nредложений ( соотно

шений, формул, правил) порядок nрименения которых не совnадает, 

вообще говоря, с nорядоком их расnоложения. Машина, выnо.лн.яtаЦая 

алгоритм, должна не только nрименять предложения, но также и оп

ределяшь, какое именно предложение должно использоваться на 

каждом конкретном шаге. Примером сентенциального языка, создан

ного с теоретическими целями, может служить язык нормальных ал

горитмов А.А. Маркова[2 ,з] 

Язык рефал является сентенциальным в своей основе и по сво

ей nрироде, ибо он был задуман как язык для оnисания связей, со

отношений между nонятиями. 

Программа на ааьmе рефал nредставляет собой вабрр предло

жений (правил конкретизации) и имеет оледующий вид: 

~ J(i .ft 'l1 N ~i 
~ :к'l ~ 't1 --~2 
' ' . ' . . . . .. ' 

g j("' t ;t n. ,._, ~ \1, 

Собственный знак § (параграф) с.лужит для отделения nредло

жений друr от друrа. 

Каждое nравило конкретизации 

§:к t t :!t N ~\_ 
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является указанием для з~~ены o~oro языкового объекта на другой, 

поэтому оно состоит из левой части ~~ (заменяемый объект) и 

правой части 5tt(объект, заменяющий левую часть). Синтаксически 
:Х..:. и .1t ~ являютол выражениями. Для разделения левой и nравой 
части используется собственный знак fV (тильда). Х \.. - коммен~ 
тарий, который обычно исnользуется для нумерации nредложений и 

является произвольной последовательностью объектных знаков. 

Выnолнение рефал-проrраммы производится о nомощью абстракт

ной рефал-машины. Рефал-машина имеет два запоминающих устройства: 

nоле nамяти и nоле зрения. 

Перед началом работы в поле памяти заноситоя набор nредложе

ний, а в поле зрения- выражение, подлежащее конкретизации. 

Пусть, например, в поле памяти находитоя единственное пред

ложение 

§ I.I ~Х fV IЗ? 
а в nоле зрения - выражение 

ix.1. 
Тогда рефал-маmина заменит содержимое поле зрения на выра-

жени е 

IЗ? 

и остановится, nоскольку в поле зрения не осталось ни одноrо зна

ка конкретизации. 

А что будет, если занести в поле памяти ~а предложения: 

§ r.r Lx,.., rз? 
§ 1.2 &.х- 274 

Теnерь для вШiолнения конкретизации k Х .1. пригодно не одно, 
а два предложения. Неоднозначнооть устраняется оледующим образом. 

Рефал-машина просматривает предложения в том порцдке, в котором 
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они стоят в поле памяти. и nрименяет nервое из них, которое ока

;;сется подходшцим. 

Поле зрения рефал-машины может содержать СI{олько угодно rtон

rсретизационных скобок, которые могут быть I<a.I< угодно вложены друг 

в друrа. Поэтому, нужно договориться,кru<им образом реф:tл-машина 

будет выбирать выражение, с которого надо начинать nроцесс конкре

тизации. 

Назовем областью действия знака t выражение, заключенное 
между этим знаком .&, и парной к нему конкретизационной точной ..1. • 

Ве.nущим назовем саrvшй левый и.з таких знаков ~ , в области дей
ствия которых нет других знаков 1t . Теперь мы можем описать 
работу рефал-машины. 

Работа рефал-машины разбивается на шаги. В начале каждого 

шага рефал-машина находит ве.цущи.й знак ft, и соответствукщую ему 
область .действия (ведущую область конкретизации). Затем, рефал

машина сравнивает ве,цущую область конкретизации с левыми часттли 

предложений, стоящих в поле памяти. Найдя подходящее предложение 

она делает соответствующую замену в nоле зрения и переходит к 

исполнению следующего шага. 

Пусть, напршлер, поле памяти содержит набор предложений: 

§ I. I & Х ""' I37 

§ r.2 ~х N 274 

§ I.З i,y/Y 2 

§ r.4 irз? + 2 ty rз9 
а поле зрения содержит выражение: 

kkx..L +iY.~..1. 
Тогда, на первом шаге ведущим будет знак ~ , стоящий перед сим
волом Х. В результате замены поле з·рения принимает вид: 

~IЗ? +~YJ..L 
Теперь под.лежит конкретизации выражение В., У ..1. • Применяется 
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третье предложение. Поле зрения принимает ~ид: 

~!37+2 ..L 

На третьем шаге применяется четвертое предложение, и в поле зре

ния оказывается выражение 

!39 
которое уже не содержит знаков & 

I.I.5. Свободные переменные. 

Во всех рассмотренных до сих пор примерах, предложения, 

которые оказывалиоь применимыми для выnолнения конкретизации, 

имели левые части, в точности совпадавшие о конкретизируемым 

выражением. Чтобы заставить рефал-машину выполнить сложение 

I3? + 2 = !39 , пришлось в поле памяти занести особое предложе

ние. Ясно, что мы так далеко не уйдем. Нужно уметь записывать 

предложения, применимые более чем к одному конкретизируемому 

выражению. Для этоrо нужно ввести в предложения свободные перемен

вые, которые при различных nрименениях: предложения могут прини

мать различные значения. 

Языковые объекты, с которыми имеет дело рефал-машина, это 

воеrда выражения, которые моrут быть, в частности, терлами и 

символами. Поэтому мы будем использовать переменные трех типов, 

соответственно синтаксическому типу тех объектов, которые могут 

быть их значениями. Для изображения овобо.nных. nеременних служат 

три собственных знака - nризнака тиnа свободных переменных: 

е - признак выражения, t- признак терла и ~- признак 
символа. Свободная nеременвал изображается парой знаков, состоя

щей из признака тиnа и следующего за ним произвольноrо объектного 

·знака - индекса свободной переменной. 

Так, е I, е 2, е А - свободные переменныв выражения ( е -
nеременные). е- переменная может принять в качестве значения 

любое выражение. 
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t I, t2, tA - свободные nеременныв терма ( t - перемен

ные). Значением t- переменной может быть любой терм, например, 

А или (АВ), но никак не АВ. 

~ I, {) 2, ~А - свободные nеременные символа ( ~ - перемен

ные). Значением ~ - переменной может быть только символ. 

В дальнейшем, для большей компактности записи, мы будем 

использовать следующее сокращение: идцекс переменной будем nоме

щать в нижнюю позицию, одновременно заменяя заглавную букву на 

строчную. Наnример, вместо е А, ti, 6Х будем писать е а., ti, ~х. 
Разрешив использовать в левых и правых частях предложений 

свободные переменные, мы получаем мощное изобразительное сред

ство. Теnерь, чтобы решить, применимо ли данное предложение к 

конкретизируемому выражению, рефал-машина должна определить, 

можно ли вместо переменных: в левой части предложения подставить 

тrо<Ие значения, чтобы левая часть совnала с конкретизируемым выра

жением. При этом, разные вхождения одной и той же nеременной долж

ны заменяться на одно и то же значение. Это действие рефs.л-машины 

мы будем называть синтаксическюл отождествлением. 

В случае успешного синтаксического отождествления, ве.цущая 

область конкретизации заменяется на правую часть соответств~ 

щеrо nредложения, в которую вместо свободнш переменных nодстав

лены значения, которые nолучили эти переменные в результате син

таксического отождествления. В правой части nредложения разреша

ется исnользовать только такие nеременвые, которsе входят в 

левую часть. ЕСли же синтаксическое отождествление невозможно, 

nредложение непрmленимо. 

Рассмотрим несколько nримеров. Доnустим, что мы хотим 

описать понятие "первый символ выражения". Это значит, что мы 

хотим, чтобы, наnример, результатом выnолнения конкретизащu1 
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~ •ПЕРВСИМ• Z (АВ) + F ~ 
являлся символ Z , а конкретизации 

~ • ПЕРВСИМ' + .1. 

символ + и т.д. 

Ддя этого достаточно ввести в поле nамяти рафал-машины 

предложение 

§ 2 .I &_ •ПЕРВСИМ• ~Q.. е.-х- ~~ 
Аналогично можно описать понятие "nоследниИ символ выражения" 

с помощью предложения 

§ з. r ~ • поелсим • е ')С. ~с:\.. I'J ~d, 

I.I.6. Рекурсивные фуш<ции. 

Ддя того, чтобы правильно оnисать на рефале какой-либо ал

горитм, нужно совершенно ясно представлять, как будет работать 

рефал-машина с некоторым набором предложений в поле памяти. Это 

ставит человека в трудное положение, ибо, имитир,уя работу рефал

машиНI:I, он должен на каждом mare nросматрива'!'ь все nредложения, 

стоящие в поле памяти. Следовательно, необходим какой-то способ, 

позволяющий на каждом mare исключить из рассмотрения все лишние 

nредложения, заведомо не имеющие отношения к данному акту конкре

тизации. надо как-то разбить nредложения на не большие , не зави

симые rpyrmы. 

Мы потребуем, чтобы в левой части каждого nредложения не

посредственно за знаком i следовал какой-то символ. Этот 
символ мы будем называть детерминативом предложения. 

Тем самым, все предложения разбиваются на rрупrш, каждая 

из которых состоит из предложений, имеющих одан и тот же дерма

натив. 

Ес.пи два предложения имеют различны е детерминативы, 

они не могут оказаться примевимыми одновременно. Поэтому 
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порядок расположения в nа~~ти групп предложений с различными 

детерминативами несуrцес-твенен. 

Пусть у нас есть групnа с детерминативом g:' • Тогда она 
определяет функцию, оnределенную на пекотором множестве выраже

ний и принимаю~о значения из множества выражений. 

Действительно, занесем в поле памяти эту rруппу nредложений, 

а в поле зрения - выражение 

~ r в J. 

где: ~ - некоторое выражение. Заnустим рефал-маnuшу. Если она 
придет в сос'.l.'о.яни.е нормальной,останоrши, то будем считать, что 

значением функции 1( на выражении ~ лвляетая то выражение, Ito

тopoe осталось в поле зрения. В nротивном случае будем считать, 

что значение Т для выражения G не определено. 
ТаRим образом, обычной в математике фУнкциональной записи 

1 ( 6) соответствует в языке peci1lл зались k 5-' ~ .l. 
Это различие вызвано необходимостью отличать конкретизационные 

скобки от обычных, структурных скобок. 

Детерминатив ~ в дальнейшем мы будем называть именем 
фунiЩИи. 

Теперь мы можем объяснить, nочему реq:ал является .языком 

рекурсивных фу.нкций. Для этого рассмотрим следующий nример. 

Опишем на рефа.ле функцию •REV• , которая определена дл.я всех 

выражений.Значением этой функции .является "nеревернутое" исход

ное выражение. Так, после вшrо;mения конкретизации 

& 'REV' А(В( CD) F) .1.. 

в поле зрения останется выражение 

(F(DC)B)A 

Функция •REV• оnисывается тремя предложениями: 

§ 4.! ~ •REV• е~ ~-х. ,.., ~~ ~ 'REV' е 1. J. 

§ 4.2 k •REV• е~ ( ех) ~ ( -k'REV' е~ J..) k1REV 1 ei ..1. 

§ 4.3 ~ •REV• ~ 
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Видно, что в nравЬIХ частях nредложений стоят обращеiШЯ к самой 

же фушщии 'REV• . 

Другой nример. Функция ' SУММ• nринимает значение Т д,ля 

симметричных выражений (которые не изменяются после nрименения 

к ним функции •REV•) и значение F- для всех остальных. 

§ 5.I ~ •:;vмм' ,v т 
§ 5.2 ~ 'svмм' ~-х roJ '\ 

§ 5.3 ~· SYM М 1 ~"' е а. ~-х: rv ~ 1 5УММ 1 е а. J. 

§ 5.4 ~· 5УММ' С е а..) "' ~ 'svмм' е а. ..1. 

§ 5.5 -k'svмм' с) e0v () ,.., ~ 'svмм' еа. .L. 

§ 5.6 ~ 'sумм' ( t::( е.1) eQ Се2 t~) ,..., 
~·svмм' t:c С е i} ео., ( е2) t~ ..1.. 

§ 5.? k•svмм' ео.. fV F 

I.I.?. Снятие неоднозначности nри отождествлении. 

Если левая часть nредложения содержит несколько е- nеремен

НЬIХ, то может случиться, что существует несколько вариантов nри

nисьrвания свободным nеременным значеiШй, которые nриводят к отож

дествлению конкретизир,уемоrо выражения с левой частью предложе

ния. Пусть, наnример, в поле памяти реф3.л-маmиШI находится nредло

жение 

§ a.ri.-F· е!; е1 ,_ ~·~· ei.L i'j:'' e2..l 
а в nоле зрения - выражение 

~•F•AI: = А2;ВI:=В2; ·~OТO•LL 
Оно может быть отождествлено с левой частью таким образом, что 

переменные е1 и е2 примут следупцие значения: 

е1 ---AI: = 1\2 

е2. -BI: = В2; •QOTO•L. 
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Однако, возможен и второй вариант отождествления, nри котором 

переменныв nриuут такие значения: 

е~ --AI:=A2; BI:=B2 

е2. -·qoтo•L 

Следовательно, необходимо доrовориться, как nоступает рефал

машина при наличии такой неоднозначности. Мы примем следующее 

соглашение: рефал-машина выбирает тот вариант отождествления, 

nри котором первая слева е - переменная npИIUtмaeт наиболее 

короткое значение, а если это не устраняет не однозначности, то 

такой же отбор nроизводится по значению второй е- переменной, 

затем третьей и т.д. В нашем примере будет выбран первый вариант 

отождествления. 

Принятое соглашение широко исnользуется при nроrраммировании 

на рефале. В качестве nримера рассмотрим функцию •MSEI'•. 
§ ? .I ~ 'M~EI' е! t-:x. е2. t~ €3/V е:1 ~' MSET' е2 -lx Q3 .1 

§ ? .2 k' MSE1'' e.i ~ е1. 
Эта функция nросматривает выражение слева направо терм за 

термом. Ддя очередноrо терма nроверяется, не стоит ли справа от 

неrо точно такой же терм. Если др., то очередной терм вычерttивает

ся, в nротивном случае - оставляется. Оставшееся выражение обла-

дает тем свойством, что составляющие его термы попарно различ-

ны. Например, результатом выпоJШения конкретизации 

ft•MSEI'• AAACBDBEAAF .~-
будет выражение 

CDБEAF 

Можно оnисать функцию •MSEI'' так, чтобы nри отождествлении 

не возникло неоднозначнос~ей: 

§ 8.I kl М5ЕТ 1 N 

§ 8.2 k'мSE'r' -t.o е 1 rv ~'M5E't'i' to. () ei ..1. 
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§ 8.3 ~·мsE'Ii' t.CL С е:1 1 ta... е1,. f'J ~ 'мsЕт' е.1 to... е2. ..L 

§ 8.4 ~'MSE'Т'i' ta...(ej)-tg е2.,., ~'MSE\i' ta..(e.1. -1:.~ )<2z.1. 

§ 8.5 ~'t1SE.~i' tCL (е~)""' ta. ~·мsет' e:i .L 

Вищ1о, что nервое оnисание короче и нагля~ее, чем второе. 

Кроме того, во втором описании пришлось использовать всnомога

тельную функцию •MSEr!' • 

I.I.8. Тиnы составных символов. 

В формальном оnисании рефала составной символ определяется 

как последовательность объектных знаков, заключенная в апострофы. 

Эта nоследовательность объектных зна.I<ов назъmается "телом состав

ного символа". 

Множество составных символов можно разбить на непересека~Iе

ся классы, в соответствии с тем, какой вид имеют их тела. В ~ 

нейтем мы будем рассматривать символы-метки и символы-числа. 

Символами-метками мы будем называть составные символы, тело 

которых является идентификатором. Например: 

'АLРНА' '\.,2А4' • 

Символами-числами будем называть составные символы, тело 

которых nредставляет собой целое неотрицательное число, т.е. 

nоследовательность десятичных ЦИфр. наnример: 

·~' 'I' '5!2' '23'. 

В дальнейшем, мы будем считать, что в качестве детермина

тивов всех nредложений допускаютс~ только символы-метки. Таким 

образом, символы-метки будут с~ть в качестве имен функций. 

Символы-числа будут СJIУЖИТЬ для изображе11и.я чисел. 

Различные реализации рефала накладывают свои ограничения на 

доnустимый вид символов-меток и символов-чисел, а также могут 

доnускать составные самволы других типов[37 ,38,39,40,4I]. В част
ности ,накладывается ограничение на максимальную величину си.\ШОJiов
чисел. 
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I.2. Формальное описание языка рефал. 

I.2.I. Синтаксис. 

Значительную часть синтаксиса мы оnишем в бэкусовской 

нормальной форме. 

I. Знаки. 
<знак> ::=<собственный знаR>j~объектный знак> 
<:собственный знак>::=§\ • \,.., 1 (признак типа nеременной)\<скобка.) 
~скобка)::=(структурная скобка>\ <хонкретизационная скобка) 

<структурная скобка)::=(f) 
<конкретизационная скобка): : = ..ft \ .1.. 

<nризнак типа переменной>: := ~ l t \ е 
Объектным знаком может быть любой знак, отличный от собствен

ного знака. Предnолагается, что алфавит объектньtХ знаков конечен, 

хотя он и не фиксируется в описании языка. 

2. Символы и выражения. 

<символ): :=<объектный знак)\ <составной символ> 
<составной символ)::=•<тело составного символа)' 

<тело составного символа)::=<объектная цеnочка> 

<объектная цепочка'>::=<объевтный знак> 

1 <объектная цепочка> <объектный знак> 
<выражение>: :=<nусто>[ <терм) <выражение> 
(nусто)::= 

<терм)::=< символ'> 

1 <свободная переменная > 
/ (<::выражение)) J ~<выражение"> .J.. 

<свободная nеременная>::= 

<nризнак типа nеременной) <индекс"> 

<индекс) : : = (объектJШй знак"> 
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Выраrление, которое не содеръ'tИт знаков t и .1.. называется 
типовьм выражением. Выражение, которое не содержит свободных nе

ременных, называется рабочим выражением. Выражение, которое не 

содержит ни знаков i и .1.. , ни свободных nеременных, называет-
ся объектным выражением. 

3. Предложения:. 

<предложение'>: :=§<комментарий> ~левая часть> ~правая часть) 

~комментарий>::=<пусто> 

\ <объектная цеnочка> 
<левая часть): J ~тиnовое выражение'>~ 
<правая часть): ::<:выражение'> 

В nравую часть предложения могут вхо~ть только те n~ре~ен

ные, которые входят в левую часть. 

4. Набор nредложений. 

<набор предложений)::= 

<предложение"> 

1 ~nредложение'> <набор nредложений'> 

I.2.2. СинтаксиЧеское отождествление. 

I. Говорят, что объектное выражение ~ может быть отождест
влено как типовое выражение ';t, , ec;m свобоДIШе nеременные в ;J:., 

могут быть заменены с соблюдением указанных ниже nравил на та

кие выражения, называемые их значениями, что ~ совnадает с ~ • 
Правила таковые: 

I.I. Значением переменной вцда ~~. 

где Х - объектный знак, может быть любой символ, значение~~! 

переменной t ';!- любой терм, значением nеременной е~ - любое 
выражение. 
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I.2. Все вхождения одной и той же переменной заменяются 

на одно и то же значение. 

2. Если существует несколько вариантов придания значений 

свободным nepeмeннbllVI, nриводящих к совnадению ';l, о G , то 
эта неоднозначность снимается следующим сnособом. Из всех вариан

тов отождествления выбирается тот, nри котором самая левая сво

бодная nеременная выражения в ~ nринимает нанкратчайшее значе
ние. Если это не устраняет не·однозначности, то такой же отбор 

производ~ится по второй слева nеременной и т.д. 

3. Под отождествлением терма &. '(, ..1. как левой части предло
жения ~ ';t fV мы понимаем отождествление ~ как 't., . 

I.2.3. Рефал-машина. 

Рефал-машина - это вычислительное устройство, состоящее 

из двух nотенциально бесконечных заnоминающих устройств: поля 

памяти и nоля зрения, а также - процессора, nреобразущего содер

жимое nоля зрения. 

В каждый момент времеrш nоле па"v1Яти содержит некоторый 

набор предложений, а nоле зрения - некоторое рабочее выражение. 

Областью действия знака t называется выражение, начинаю
щееся непосредственно за этим знаком ~ , и кончатацееся nеред 
nарной ему конкретизационной точкой. Ведущим знаком t 
в некотором выражении называется самый левый знак ~ , в области 
действия которого не содержится ни одного знака .t, . Терм, начи
наЮЩИЙся с ведущего знака ~ , назьmается конкретизируемым термом. 

Работа рефал-~~ъt представляет иа себя последовательность 

однотиnных действий, называемых maraw1 (рис. I.2). 

Выnолнение wara начинается с поиска в поле зрения ведr~еrо 

знака R, • 
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Если в поле зрения нет знаков t рефал-машина приходит 

в состояние нормальной остановки: "конкретизация въmоJШена". 

Если в поле зрения: есть знаки t , то рефал-машина нахо
дит конкретизируемый терм и сравнивает его с левой частью nерво-

го, второго и т.д. предложения в nоле памяти, ища подходящее 

предложение, то есть такое, что конкретизируемый терм может быть 

отождествлен как его левая часть. НаУJДЯ первое nодхоДfiЩее nредло

жение, машина заменяет в поле зрения конкретизируемьtй терм на 

правую часть предложения, в которую вместо свободных переменных 

nодставлены значения, присвоеиные им в nроцессе отождествления. 

Если подходящего предложения не нашлось, происходит аварийная 

остановка: "отождестление невозможно". 
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Рис. I.I. Дерево, соответствующее стр,уктуре 
алгебраического выражения 

С А- С'&+ С +]) )} * Е. 

ВХОД 

Сделать текущим 
nервое nредложение 

Отождествление 
возможно? 

нет 

Есть следуiСЩе е 
nредложение? 

да 

Сделать текущим 
следуrацее 

nредложение 

останов: 

нет "конкретизация 
выпоJШена" 

нет останов: 

"отождествление 
невозможно" 

Рис. I. 2. Блок-схема ре фал-машины. 
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Глава 2. АЛГОРИТШ ОТШIЩЮТВ.11ЕНИЯ 

2.I. Алrоритмичесr<ий подход к синтаксичесr<ому 

отождествлению. 

Назовем правилом отождествления частичную функцию F [ 't, С, J 
которая для каждого тиnового выражения ":! и объектного выражения 

либо вырабатывает некоторый вариант отождествления ~ как 

(см. п.I.2.2), либо не определена. 

Согласно этому определению, 

ре делена, если отождествление 6 
F[~,C,l заведомо не оп-

как~ невозможно, более 

того, она может быть не определена даже в том случае, когда воз

можно отождествление & как ';!, 
Будем говорить, что правило отождествления является nолным, 

если F [ ';J..,, ~ l не определена только в тех случаях:, когда 
отождествление G как ';!: невозможно. 

Таким образом, задача полного правила отождествления 

сводится к тому, чтобы выбрать какой-то один вариант отож

дествления, когда можно ото~ествить (; :как ~ несколь
ки:ми сnособами. 

Поскольку существует бесконечно много таких СЬ и';/..,, 

для которых при отождествлении возникает неоднозначность, 

существует бесконечно много различных правил отождествле-

ния. 
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Правила отождествления могут задаваться различн~и сnособами. 

В формальном оnисании рефа.ла, в n. I.2.2, сформулироnано 

nравило, которое указывает, какой вариант отождествления следует 

nредnочесть, если возникнет неоднозначность. Тем самым, задано 

неr<оторое nолное nравило отождествления. Но, хотя результат отож

дествления оnределен однозначно, через оnисание свойств, которым 

он должен удовлетворять, ничего не сказано о том, как отыскать его 

фактически. Такой сnособ задания nравила ото~цествления мы будем 

называть "аксиоматическим". 

Между тем, nри оnисании ре фал-машины, можно было бы оnреде

лить результат отождествления ~ как ';t , оnисав некоторый 
алгоритм, который nри любых заданных 'i- и G либо объявляет, 
что он "nотерnел неуддчу", либо находит какой-то вариант отож

дествления G как ';L . Тем самым, этот алгоритм оnределяет 
некоторое nравило отождествления, Такой сnособ задания nравила ото

ждествления мы будем называть "алгоритмическим". 

При алгоритмическом nодходе выражение ';t рассматривается 
как изощренно закодированная "nporpa~ отождествления", а G -
исходные данные для этой nроrраммы. 

При аксиоматическом nодходе nриходитая nроявлять особую 

заботу о том, чтобы результат отождествления был оnределен одно

значно. При алгоритмическом nодходе эта nроблема решается авто

матически: алгоритм отождествления ВЫДfJ.ет "первый попавшийся" 

вариант отождествления. 
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В этом разделе мы опишем алгоритм отождествления, который 

можно было бы исnользовать nри описании реqал-машины. Как выяс

нится в дальнейшем, этот алгоритм отождествления задает то же 

правило отождествления, которое бwю аксиоматически определено 

в п. I.2.2, хотя заранее это вовсе не очевидно. 
Итак, пусть нам даны типовое выражение 't. и объектное 

выражение G . Опишем алгоритм отождествления G Ka.It ~ • 

Будем называть элементами выражений ~ и ~ символы, 
скобки и свободные переменные, входящие в ':t и б . Промежутки 
между элементами будем называть узлами. Дэа узла, ограничивающих 

элемент будем называть его левым и правым концами. 

Работа алгоритма отождествления заключается в том, что узлам 

из dt ставятся в соответствие некоторые узлы из (S . 
Пусть узлу из ';L сопоставлен узел из G . Тогда будем 

говорить, что первый узел спроектирован на второй и называть вто

рой узел проекцией nервого. Проекции узлов из 'J: должны удав
летворять следующим требованиям KI, К2 и КЗ. 

KI. Каждый узел :Х:. в ;L может иметь не более, чем одду 
n роекцию в G . 

К2. Если в ':t узел 'Х i расnоложен левее, чем узел J<:2 , 

то в G проекция Р 1 узла Jei не может находиться nравее, чем 
п роекция ~2. узла J( 2 . 

Свойства KI и К2 позволяют дать следующее оnределение. Пусть 

~ и 9PL - проекции концов векоторого элемента, тогда выражение, 
заключенное между Р1 и ~2 называется nроекцией этого элемента. 
Теперь мы можем сформулировать требование КЗ. 

КЗ. llроекции свободных переменных должны удовлетворять тре

бованиям, предъявляемым к их значениям, т.е. nроекцией ~- пере-

менной может быть только символ, t- переменной - только тер.-t, 
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а е- переменной-только выражение. Различные вхождения 

одной и той же переменной должны иметь одинаковые проекции. 

Проекции остальных элементов (символов, скобок) должны быть 

тождественны самим элементам. 

На рис. 2.! nоказан nример nроектирования d:, на {; , 

удовлетворлюцего требованиям KI, К2 и КЗ. 

Все сказанное дает основание употреблять термин "проеi<тиро

вание ~ на ~ " наравне с термином "отождествление ~ как';!:, " и 
также "алгоритм nроектирова.нил ~ на G ". 

Работа алгоритма nроектирования начинается с того, что 

левый конец ';t.., проектируетсл на левый конец G , а nравый ко
нец ~ - на nра.вый конец ~ • 

l{аждое nоследующее действие алгоритма отождествления - это 

либо nроеrtтирование элемента из 'cJ: , либо nерестройка. 
Правила nроектирования элементов таковы, что они однозначно 

определяют порядок, в котором будут проектировмься элементы. 

Поэтому мы можем пронумеровать все элементы ;J:., в том порядке, 

в котором они дотЮIЫ проектироваться, приевсив каждому элементу 

из dt оnределенный проекционный номер. Проекционные номера зави
сят только от вида выражения ~ , но не от G , и не меняются nри 
перест ройке. 

Если некоторая свободная переменная входит в ~ несколько 
раз, то каждому ее вхождению будет соответствовать свой проек

ционный номер. Вхождение переменной, которое имеет наименьший 

nроекционный номер, будем назъmать главНША, а остальные вхоцения 

этой переменной - повторными. Значением переменной будет считать

ся nроекция ее главноrо вхождения. 

Симво;ш, скобки, вхождения ~- переменных и t-nеремен-
ньrх:, а также повторные вхождения е- nеременных назов~\1 жест

кими элементами. 
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Жесткие элементы обладают следующим свойством. Если у та

кого элемента сnроектирован один конец, то второй конец либо 

nроеi<тируется однозначно, либо вообще не может быть сnроектирован 

без нарушения требований KI, К2 и КЗ, Это очевидно no отношению 

к символам, скобкам и вхождениям 6 -nеремонных. Что касается 

вхождения t-nеременной, то оно может nроектироваться: либо 
на символ, либо на выражение в скобках. В nоследнем случае nарная: 

скобка находится в выражении однозначно, no nравилам скобочноrо 

синтаксиса. Повторное вхождение е-nеременной nроекти.руется: 

однозначно потому, что в момент его nроектирования нам уже из

вестно значение переменной. 

Если в момент nроектирования главного вхождения е-пере-

менной уже спроектированы оба конца, мы будем называть это вхож

дение закщтым, в nротивном с.цvчае - открытым. 

Жесткие элементы и закрытые вхождения: е-nеременных мы бу

дем называть о.щrозначно проектируемыми элементами.. 

Теперь мы сформулируем nравила, согласно которым nроизводит

ся nроектирование элементов. 

Будем rоворить, что элемент доступен для nроектирования:, 

если у него уже спроектирован хотя бы один конец, но сам он еще 

не сnроектирован. 

Подвергаться nроекти.рованию могут только те элементы, ко

торые доступны для nроектирования. Обращз.ем внимание, что ес.ли 

у элемента уже сnроектированы оба конца, то это еще не значит, 

что сnроеr<тирован сам элемент: необходимо еще nроизвести дей

ствие nроектирования элемента, которое заключается: в проверке 

тоrо, что nроекция элемента удовлетворяет условию КЗ. 

Только что было сказано, что можно nроектировать только 

такие элементы, у которые уже спроектирован хотя бы один конец. 
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Однако, из этого nравила есть е~нственное исключение, касающе

еся скобоi\. 

Для r<аждой СI<обки, входящей в ~ или G всегда мтжно 
о.п;нозначно найти nарную скобку. Можно считать, что nарные скоб

ки (и в ~ , и в t; ) как бы жестко скреnлены между собой. 
Поэтому, I<ак только мы спроектируем какую-то скобr<у, мы можем 

сразу же отыскать скобку, nарную к nроекции этой скобки и 

сnроектировать первую на вторую (рис. 2.2). Именно так и посту

nает алгоритм отождествления: каждые две nарные скобки из ;t:, 
nроектируются одновременно на две nарные ско6ки из G . 

Выбор очередного элемента для проектирования nроизводится 

следующим образом. 

Сначала алгоритм отождествления находит все элементы,доступ-

ные для nроектирования.Затем,доступные элементы делятся на две 

груnпы очередности. В первую групnу входят однозначно проектируемые 

элементы,а во вторую - открытые вхождения е-nеременных,т.е. вхожде

ния е-nеременных, для которых еще не сnроектировано ни одно вхожде

ние и еще не сnроектированы оба конца. 

Алгоритм отождествления стремится в nервую очередь проекти

ровать элементы из nервой группы, и только если их нет - проекти

рует элементы из второй группы. 

Если в одной группе оказалось несколько элементов , предаочте

ние отдается тому из них, который расположен в d:, левее, чем 
остальные. 

Найдя нужный элемент, алгоритм отождествления nытается его 

сnроектировать. Попытка nроектирования элемента либо прохощ1т 

усnешно, либо терnит неудачу. Если nроектирование элемента 

прошло усnешно, оба конца элемента получают проекцдn (илn под

тверждаются ранее установление проекции). Если же проектnрованnе 
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элемента терnит неудачу, то возникает ситуация тупика, когда 

очередной элемент нельзя сnроектировать без nереnроектирования 

уже сnроектированных элементов. 

Если nроектирование скобки nроходит усnешно, то сразу nроиз

водится проектирование nарной скобки. 

Если nроактируемый элемент является открытым вхождением 

е -nеременной, то его левый конец уже сnроектирован, а nравый -

нет. Проектирование такого элемента делается так, чтобы он nолу

чил nустую nроекцию, т.е. его правый конец проектируется на nроек

цию его левого конца. Проектирование открытого вхождения всегда 

nроходит усnешно. 

Если nроактирование очередного элемента nрошло усnешно, 

алгоритм отождествления nерехо~т к nроектированию других эле

ментов, если же оно nотерпело неудачу, nроизводится перестройка. 

Перестройка делается след~дим образом. Допустим, что потерпе-. 
ло неудачу nроектирование элемента с nроеiЩИонным номером Lo. 

Тогда алгоритм отождествления находит открытое вхо~цение е-пере-. . 
менной с ближай:шиrll номером L.i , не nревШllающим L.o , и аннули.-. . . 
рует результаты nроектирования элементов с номерами L~ <: l, < (.,0 . 
Затем, значение открытой nеременной с номером L~ удлиняется, 

т.е. проекция ее nравого конца nереносится на один терм вnраво 

(если это не nротиворечит условиям KI, К2 и КЗ) и nроек~ирование 
f 

nродолr.w.ется, начиная с элемента номер t,i + I. Ес;ш же удли-
.. 

нение nеременной номер Li невозможно, делается поnытка уддинить 
' 

оmрытую nеременную с ближайшим nроекционным номером L2 , не npe-
' вышюацим L.i, и т.д. Если невозможно удлинить ни одной открытой 

nеременной, nроцесс синтаксического отождествления заканчивается 

с результатом "отождествление невозможно•: 
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Если сnроектированы все элементы из ~ , отождествление 
считается усnешно выnоJПiенншл (рис. 2.3). 

Рассмотрим теnерь несколько nримеров проектирования 't- на~ • 
Пусть ";t_, имеет вид: 

1 2. 4 5' 6 g 9 40 у. 3 

В ( ~1 А С t-2 С )) ) ) 
rде над каждым элементом надnисан ero проекционный номер. Посколь

ку все элементы dl- жесткие, все отождествление в целом терпит 
неудачу, как только терпит неудачу проектирование, хотя 6ы одноrо 

элемента. 

В следуiоще е выражение 

i ~ 3 5 6 g ':/ .9 .fO 

А е 1. ( ~а., С е2) t ~ = 
н 2 

е~) 
входит три е -переменных, однако, все они - закрытые, поэтому 

nроектирование, как и в предыдущем примере, происходит без вся

коrо nеребора. ВремЯ, затрачиваемое на успешное отождествление, 

не зависит от G . 
Теперь рассмотрим выражение 

i 2 3 
ej.. + е2. 

в котором переменная eJ.- открытая, а е2.- закрытая. Алrоритм 

nроектирования будет nроизводить удлинение е1 до тех пор, пока 

не nодберет д.лл ei. кратчайшее значение, nри котором возможно 
отождествление. 

В следующем выражении 

i 5 6 ":/. 2 9 9 1 о 4 н {2 13 3 

С е 1 + е2.) е~ + е~ ( е 5 + е" ) 
имеется три открытых переменншс е1. • е3 и е 5 и три. закрытых 

пе ременных е 2. • е Lt • е 6 • 
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В ЩJух последних nримерах, время затрачиваемое на отождест

вление , зависит от G ибо необходим nеребор nри nроактировании 
открытых вхождений е -переменньrх: о 

Рассмотрим еще один nример: 

-10 i~ ~2 2 3 4 б 7 5 .9 s .1 
ei + е2,. С -t.3 С* *)е~ В) 
На nервй взгляд может nоказаться:, что nервое вхождение 

переменной ej - открытое. В действительности же оно nовторное. 

Проактируя жесткие элементы, мы добираемая до вхождения е1 , 

которое является закрытым (элемент JP. 9) о Теnерь элемент ~ IO ста

новится жестким и, следовательно, однозначно nроектируемымо Таким 

образом, отождествление nроизводится без всякого nеребора. Одна

ко, время, затрачиваемое на отuждествление, зависит от значения 

nеременной е1 , ибо nри nроактировании nовт.орноrо вхождения, 

мы вынуждены nросмотреть элемент за элементом nроекцию этого 

вхождения. 

В общем случае, время, затрачиваемое на проактирование ~ 

на 6 , зависит как от ""t. , так и от ~ и может быть грубо 
оценено как о(е~). где t- длина выражения~ , а nv- количест
во открытых и повторных вхождений е -nеременных: в~ • 

2. 2. Исnользование различных nравил отождествления 

в языке рефал. 

В различНЬIХ описаниях и реализациях языка реqал исnользо

ва.лись различные nравила отождествления, которые задавались как 

аксиоматическим,таr< и алгоритмическим сnособом. 

В первых описаниях рефала [ 22, 23, 24] правило отождеств
ления задавалось аксиоматически и совnадало с правилом, сформули

рованным в n. I.2.2. 
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В дальнейшем,в процессе работы над рефа~интерпретатором 

(26, 27, 28) , был разработан алгоритм ото~цествления, который 
давал другое nравило отождествления. В оnисании ре фала [ 25] была 

сделана nоnытка сформуJшровать это праnило ото~цествления, одна

ко, она не вполне удалась из-за заnутанности алгоритма отождеств

ления, принятого в рефал-интерпретаторе. 

В процессе работы над реqв.л-I<ОМПИJШтором [29, 30, 32] был 

разработан алгоритм отождествления, изложенный в п.2.I. Этот 

алгоритм использовался для оnределения правила отождествления 

в описании рефз.ла (3I1 , однако было неясно, всегда ли правила 

отождествления, оnисанные в п.I.2.2 и п. 2.I, дают одинаковый 

результат. 

В работе [34] был проделан теоретический анализ синтакси

ческого отождествления, который показал, что правИJJа отождеств

ления, изложенные в п.I.2.2 и п.2.I эквивалентны. В связи с этим, 

в описании ре фала [ 351 вновь было использовано самое рашrее 

[29, 30, 32] аксиоматическое определение правила отождествления. 

Рассмотрим теперь алrори~ отождествления, nринятый в ре

фал-интерпретаторе [ 26, 271 • Этот алгоритм МОШIО переформули
ровать в тех же терминах, в которых был описан алгоритм проекти

рования, изложенный в п. 2. I. При этом оказывается, что все разли

чие между этими алгоритмами заключено в том, как назначаются 

проекционные номера для элементов тмового выражения ';L .. 
Рассмотрим следующий пршАер. Пусть 

.1 2 ~ iO ~i 3 4 5 8 6 :r 
't.. = е 1 С eQ.. + е 8 ) е 2 С е~ ) е ~ 

где над элементами на.Ц11исаны их проеrщионные номера, в соответ

ствии с тем, как это делает рефал-интерпретатор. Виддо, что 

сначала рефал-интерпретатор спроектир,ует элементы 
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е1. С ... ) е2. С ... ) е3 
" "не заглядывал внутрь скобок. После этого задача свода тел к 

проектированию двух внутренних подвыражений: ео.. + eg и ех. 

Рефал-интерпретатор спроектирует сначала подвыражение е:х: 

а затем - подвыражение еа + е в , руководствуясь следующим 
правилом: в первую очередь следует проектировать "закрытые" под

выражения, т.е. подвыражения, которые на нулевом уровне скобоч

ной структуры содержат не более чем одно вхождение. е -перемен

ной. Из двух закрытых: подвыражений первым nроектируется подв.ыра

жение, которое расnоложено в~ левее. 
Теnерь посмотрим, как будет происходить проектирование 

выражения: ;L на объектное выражеiШе; 
G = ~ А) ( А) ... (~ 

"""v" 
rt раэ 

Сначала переменная е 1 примет пустое значение, а переменна.я 

е 2 будет удлиняться t1t- I раз. При этом, после каждого удлине

ния е2. будет делаться одна и та же работа: поиск символа + внутри 

скобок, с помощью удлинения переменной ed. Между тем, ясно, что 
если мы не на.ш;ш +, то удлинять е2 бессмысленно, а нужно сразу 

же удлинить € 1 • Наконец, когда удлинение е2. станет невозмож

но, е~ удлинится на один терм, nоале чего е2 будет удлинять-

ся ~- 2 раза. Таким образом, в процеоссе отождествления 

будет nроделано n, удлинений переменной ej , 
('nt-I) + ('YV-2) + ••• + I = '1, ('nt-I)/2 

уд.липений переменной е2. и 

('h,-2) + {n,-3) + ••• + I = {ft-I) ('tV-2)/2 

уд.ли:нений переменной eQ". • Всего потребуется ('h.-I)2 уд;mнений. 

Теперь посмотрим, как будет работать в этом случае алго

ритм проектирования, изложенный в п. 2.I. Ему будет соответст

вовать следующий порядок проектирования: 



-4?-
i 2. ч 5 6 3 ::; 8 10 9 11 

';!:. = е i ( е Q. -t- е в) е2 С е х.) е3 · 

из чего следует, что при проектировании ';[ на ~ будет 
проделано h.l удлинений переменной е.1 , n- удлинений перемен

ной е о... , а до проектирования 2z дело вообще не дойдет. Всего 

потребуется 2 rv удлипений. 

Таким образом, оба алгоритма отождествления обнаружат,, что 

отождествление G как '!. невозможио, но алгоритму проектирова
ния из n. !.3 потребуется для этого O(nv) удлинений, а рефал

интерпретатору- 0(~2 ) удливений. 

Итак, мы разобрали, какое :влияние оказывают скобки на по

рядок, в котором рефал-интерпретатор проектирует подвыражения 

из ';! . Теперь рассмотрим, как производится nроектирование каж
дого выражения • 

Интеnретатор движется по nодвыражеiШю слева наnраво, не 

заходя: внутрь скобок, до тех пор, пока он не дойдет до к01ща 

подвыражения или не встретит "закрытое" вхождение е -nеремен

ной, т.е. такое, которое не является повторным и вслед за кото-

рым больше нет ни одного вхождения е -переменной. в послед-

нем случае интерnретатор меняет наnравление движения на противо

полоlmое, т.е. находат nравьtй конец подвыражения и начинает дви

гаться по нему справа налево. Например; 

i 2 3 lt 5 40 6 9 8 :; 

';t., -::; ~~ е~ + е 2 С е~) е 3 t'<i А 
Здесь вхождение переменной е3- закрытое, направление движения 

меняется в тот момент когда мы доходим до е.3 • 
Ясно, что ~акой порядок проектированил элементов приводдт 

к неэффективной работе алrори~а отождествления даже во многих 

тривиальных и часто встречапцихая с.лучаях. Пусть, например, 
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1. 2 4 3 
'i_ ::. е1 А el & 
G :::: А А ... А 

' 'V" ./ 

rv ра.д 
Q; как ~ невозможно, но чтобы 

обнаружить это, рефал-ин~ерnретатор nроделает rv удлинений nере

менной е~ . В тоже время, алгоритм проектирования из n. 2.! 

делает nроектирование в следующем nорадке: 

Здесь отождествление 

2 3 
';!..., = е j. А 

nоэтому он обнаружит, что отождествление невозможно, как только 

nоnытается сnроектировать символ В. Так~~ образам, не потребует

ся ни одноrо удлинения. 

Во всех до сих nop р3.зобра.нных: nримерах оба алгоритма отож

щдествления давали одинаковый результат, хотя для этоrо им по

треб овалось раэв:ое время. Однако нетрудно найти такие ';~:.., и ~ , 

ддя которых зти алгоритмы дадут разный результат (рис. 2.4 и 2.5). 

Таким образом, эти алгоритмы не эквивалентны. 

2.3. Преимущества и недостатки аксиоrлатическоrо 

и алrоритмическоrо nодхода к отождествлению. 

Центральное место в описании рефала заниМает nравило отож

дествления. Его можно оnределить как аксиоматически, так и алго

ритмически, и оба способа оnределения имеют свои достоинства и 

недостатки. 

С одной стороны, оnисание языка nредназначено для тех, кто 

будет ero использовать, с друrой стороны - для ero реализаторов. 

Оно должно, по возможности, удовлетворять интересам как тех, 

так и других. 
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Аксиоматичесitое определение nравила отождествления гораздо 

I<ороче и идейно nроще, чем алгоритмическое. Оно однозначно указьmа· 

ет, каков результат отождествления для тобъiх ';[. и G , но не 
навязывает конкретный сnособ его нахожден1ш. Это вnолне соот

ветствует интересам пользователей языка. Реализатор же язшtа 

должен изучить свойства этого правила отождествления и на этой 

основе разработ~ь более или менее эффективный алгоритм отождест

вления. Ясно, что nри этом ни о дан из разработанных алгоритмов 

отождествления не должен рассматриваться нак наилучший из возмож-
nравила 

ных, ибо более тщательный анализ отождествления наверняка позво-

лит разработать более сложный, но и более э@)ективный алгоритм. 

Алгоритмическое оnределение правила отождествленич освобож

дает реализатора языка от обязанности разрабатывать свой алго

ритм отождествления. Достаточно просто реализовать тот алгоритм, 

который указан в описании языка. Если же алгоритм отождествления 

будет работать плохо, то виноват в этом будет не ревлизатор язы

ка, а автор оnисания языка. Вnо.лне естественно, что из-за этого 

в описание языка придется включить достаточно сложmШ, пригоДНЫЙ 

для практического использования алгоритм. Чем совершеннее будет 

этот алгоритм, тем больше усложнится описание языка, и тем труд

нее будет предугадать ре зу ль тат работы алгоритма для конкретных 

't., иG. 
Таким образом, алгоритмическое определение правила отождеств

ления не соответствует интересам пользователей языка. Однако 

оказывается, что оно не столь уж удобно и для ревлизатора языка. 

В самом деле, когда рвализатор языка замечает, что имеКЩИЙся 

алгоритм плохо работает в каких-то случаях, у неrо возникает 

желание у.пучm.ить этот алгоритм. При этом, у.пучmеШiый алrоритм 
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должен работать "прави.льно", т. е. ДJIЯ JIЮбых ';t, и ~ давать 
тот же резуJIЬтат, что и алгоритм, сформуJШрованннй в описании 

языка. Таким образом, возникает необходимость доказывать экви

валентность различных алгоритмов отождествления. Это трудная 

задача, ибо работа алгоритмов протекает во времени, человеку 

же гораздо легче мыслить в статических понятиях объектов, 

множеств, отношений и т.д. Поэтому, рвализатору языка придется 

изучить свойства алгоритма отождествления и, фактически, 

сформулировать некоторое аксиоматическое определение ддл 

правила отождествления, задаваемого этим алгоритмом, а затем, 

на этой основе, разработать свой алгоритм отождествления. 

Это сложный и противоестеотвевннй путь. Гораздо проще 

начать прямо с пекотарого аксиоматического определения пра

вила отождествления и на его основе разработать алгоритм 

отождествления. 

Исходя из сказанного, мы примем за основу правИJiо ото

ждествления, аксиоматичеоки сформулированное в п.I.2.2. 

Это правило отощдествления эквивалентно алгоритму проекти

ровавия d:., на ~ из п .. 2.! (см.[з4] и приложенив А). 
В следующем разделе обсу~аются некоторые улучшения 

алгоритма nроектирования за счет иоRJIЮЧения лишних удлинений 

открытых вхоящений е -nеременннх. Достаточные условия' при 

которых возможны эти оптимизации, сфор.му;шрованы в главе 4 

(доказательство их сnраведливости см.[З4] и приложенив А). 
В главе З описан язык сборки, на котором для любого 

типового выражения de можно записать алгоритм проектирова

ния 'J:., на произвольвое объектвое выражение ~ о 
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2.4. Оптимизация удлинений открытых вхождений 

е -переменных:. 

Согласно описанию алгоритма проектирования (п.2.I ), когда 

удлинение открытого вхождения е -переменной с проекционнШJI 
• 

номером L. невозможно, следует перейти It уд.линению другого от-

крытого вхождения, имеi<ХЦего максимальный проекционный номер L' . / . 
такой, что L < L • Если же такоrо вхождения нет, все проеitтирова-

ние ';t. на G терпит неуДfiчу. 
Однако, легко привести примеры, когда удлинение переменной 

' 1 L заведомо не приведет к отождествлению, поэтому, как только . 
потерпит неудачу удлинение переменной с номером \... , можно либо 

сразу заключить, что все проектирование потерnело неудачу, либо 
• 1 

удлинять не nеременную с номером L , а какую-то д;ругую перемен-
• ,, • /1 . / . 

ную с номером L , таким, что L. < L <. L. . 

Таким образом, мы "перепрШ'.иваем" через уд,линение перемеmюй 
• 1 

с номером ~ , что приводит к ускорению работы алгоритма проек-

тирования. 

Пусть, наnример, 

1 2. 3 4 5 
';[ = е1. + е 2 '* е3 

Нетрудно показать, что если терпит неудачу удлинение переменной 

е 2. , то можно сразу же, не пытаясь удлиiШть е.1 , сделать вы
вод, что проектиро:ва.ние ?е на О терпит неудачу. В самом деле, 
пусть удлинение е2. nотерпело неуд11чу. Тогда (; можно предста
вить в виде G = G .i. + G 2. , где G 1 - часть с; , на кото-
рую спроектирована е1. • t; 2. не содержит "* на нулевом уров-
не скобок, поскольку удлинение е2. потерпело неущэ.чу. Ясно, что 

если уд,линить е 1 , то после этого е'2. '* е~ будет 
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nроектироватьая на час'!'ь G 2.. , которая заведомо не будет со
держать ~ на нулевом уровне скобок, следовательно, nроектиро-

вание е2. ~ е3 оnять nотерnит неудачу. Значит, удлинять е1 
бесполезно. 

Отказ от уд.линения е 1 может значительно ускорить работу 

алгоритма отождествления. Пусть, например, 

G = + + ... + 
'-- "V' .J 

n, f"\~ 

Леrко видеть, что неоптимизированный алгоритм проделает при nроек-

тировании ;t_ на ~ n, удлинений nеременной е1 и 
( I'V - I) + ( rv- 2) + • • • + I 

удлинений переменной е2. • Всего, таким образом, будет проделано 
tv ( n., + I) /.2 удлинений. Оптимизированный алrоритм nроделает 

YV- I удлинение nеремеiШОЙ е2. ' а ДО удлинения ei дело вообще 
не дойдет. Таким образом, неоnтимизированный алгоритм nроделает 

nримерно в t'V/2 раз больше удлинений, чем оn%ИМИзирова.шшй. При 

rv = 20 скорость работы ]IJ3yx алгоритмов будет различаться nример-

но в IO раз. 

В оледующем случае 

i 3 ~ 5 2. 

";t.., = С е.~ + е в ) 
6 ~ 8 

е:х: + е~ 
петрудно доказать, что· если удлинение е.х. терnит неудачу, то 

nроектирование '/:., на с; невозможно. Действительно, если удлине
ние е~ потерnело неудачу, то & можно nредставить в виде 
с; = ( G j_) 'G2 , где е~ + е в сnроектировано на ~д , 
а nроектирование ех-+ е~ на ё> 2 невозможно. Значит, ~ 2. не 
содержит +на нулевом уровне окобок и nоложение никак не изменит

оя от тоrо, что мы удлиним eOv. 
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Оценим выrоды ОТ ОПТИМИзации. Пусть э.i. СОСТОИТ ИЗ n.., 

термов, среди I<оторых: р термов являются символом +, а ~ 2. 

состоит из т термов, среди которЬIХ нет ни одноrо символа + • 

Тоrда, в процессе проектирования ~ на G , неоптимизированный 
алrоритм проделает \'V + р • yn, уд.лшнений nеременНьtХ е.о.. и 

е.~ , а оnтшли.зированный - не больше, чем ( rv - р ) + m, уд-

тшений. Если считать, что р пропорционально ~ , т. е. 

р = а,· n., а< 1, то получаем для оптимизированноrо алrоритма 
tv ( I - ~ ) + tn. уДJIИНений, а для неоптимизированноrо 

n, + 0.,• n, • ~ удлинений. В первом случае время работы 

растет линейно с ростом размеров выражения G , а во втором слу
чае - квадратично. 

Приведем теnерь пример, коrда оnтимизация, описанного вьпnе 

тиnа, невозможна. Пусть 

13 4 52 6 :;t 8 
~ ::: ( е~ ~-;с е'2-) е~ ~х е4 

Здесь, если удлинение е3 потерпит неудl:iчу, мы обязаны попытать

ся удлинить ei . В этом леrка убедиться, рассмотрев проектировани.е 
~ на выражение 

~=(+*J*~~ 
Проектирование будет происходить так. Сначала e.:i примет пустое 

значение, а значением ~х станет +• После этоrо проектирование 

е3 ~:х: е~ на * * jt потерnит неуд;э.чу. e.i примет значе-
ние +, а ~х - значение. -н , после чеrо проектирование успеlШlо 
закончится. Очевидно, что здесь оптимизация невозможна из-за то

rо, 1fl'O ПОДВЫраЖеНИЯ е1,. ~?С ez И е~ ~'Х elf содержат 
общую переменную ~:х: • Точно. тах ае невозможна оnтимизация для 

выражения е~~~ е2 ~~ е:5. 
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Однако, можно nривести nримеJ;Н, когда наличие общей nеременной 

не является nомехой для оnтиw1зации: 

i 2. 4 5' 6 3 ~ в 9 
~ - ~'Х. С е1. ~х.. е,) е3 ~х ett 

2 3 4 5 G i. 
х - е~ ~х. е2. ~х е~ ~'Х. -
До сих пор мы рассматривали случаи, когда nри оnтимизации 

удлинений не nриходилось изменять очередность nроектирования 

элементов. Теnерь мы рассмотрим более сложный пример. 

i s 6 -=1- 2. s .9 ~о ~ н ~2 13 3 

':l = С е i ~ х е 2.) е~ + е~ С е ?а ~ х € tt ) 

Здесь алгоритм nроактирования будет делать лишнюю работу, 

повторяя заново проектирование nодвыражения е~ + е в после 
каждого у.n;линения переменной € 1 • Между тем, можно один раз 

спроектировать е Q. 4- е~ ' а nотом взяться за nроектиро:вание 
nодвыражений е~ ~-::t: е2. и €-s ~-:х:: е4 . Таким образом, nолучим 
следующие проекциошше номера: 

i. g 9 ~о 2 5 ' 1 
'!.-=- (е~ ~':>С е2.) еа +е~ 

4 н ~2 13 3 

С е~ ~х eLt) 
Причем, если удлинение е .1 терnит неудачу, мы сразу объявляем, 

что nроектирование ~ на 5 невозможно. 
Мы могли бы nоступить и иначе, сnроектировав сначала 

е1. -s~ е2. и е3 ~х e'l , а затем eQ + eg . 
i 5 ' ~ 2 ~f а -t~ 4 8 9 10 3 

;r = (е~ ~х е 2 ') ей.+ е~ (е~ ~:х elt) 
Здесь, если удлинение ei невозможно, мы сразу объявляем, что 
проектирование 'ct на ~ невозможно. 

Эффект , который дает оnтимизация удлинений, особенно на

rJIЯДНо nроявляется nри рассмотрении следущеrо npшtepa. 
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е~ е 2 .,. е""' 

А д ... А 
' ~ #" 

:е рd'Э 
Здесь ";t содержит h. открытых е -переменных, а ~ имеет 
длину е . Можно показать, что при проектировании 'J:.. на ~ 
потребуется 0( t~) удлинений. Теперь проделаем оптимизацию. 
Несложными рассуждениями можно показать, что если уД1ШНение 

невозможно, то проектирование воеrо ~ терпит неудачу. Таким 
образом, после оnтимизации достаточно воеrо о( е) удлинений. 

В главе 4 будут офорviулированы достаточные условия, nри 

которых возможна оптимизация удлинений открытых nеременных. 

2.5. Сnецифика синтаксического отождествления 

в языке рефал. 

Синтаксическое отожде отвление (А..~ tt1t.e-itc \Q.Wg и,i.,"tw vt ) 

занимает в языке рефал важное, если не центральное место, о~

ко, нет никаких оснований очитать ero достоянием одноrо рефала. 

Оно используется во мноrих алrорит.мичеоких языках, где известно 

также под названием "nоиск по образцу" или "сопоставление о об

разцом" ( р~~ m-Q.,tckA.V\.~ ) и "отождествление с образ
цом" <r~t!vt-~ 'U.~иilw""-). 

Обычно в синтаксическом отождествлении участвуют две отроки. 

Одна из этих отрок может содержать переменные, ее называют "об-

разцом" ( pCl!tvc.tt. ) • Друrую отроку, не содержащую пе ременных 
называют "объектом" ( ~~t ) . В результате уопепшоrо отож
дествления, переменныв образца получают некоторые значения. 

В неформализованнам виде синтаксическое отождествление ис

пользовалооь в математике еще задоJП'о до nоявления ВJП'оритмичео-
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ких языков. Когда ,например, мы записываем закон коммутативности 

сложения для натуральных чисел в виде 

Gt+ ~ = ~ + 0-

мы nодразумеваем, что это равенство, содержащее "свободные 

nеременные" Ov и ~ , изображает бесконечное множество равенств 
0+0=0+0 

О + I = I + О 

25 + IЗ = IЗ + 25 

каждое из которых получается, ec;m вместо а.., и .g nоставить 
некоторые натуральные числа. задача, состоящая в распознавании 

того-, принадлежит JШ некоторое равенство, наnример, 

I + I036 = I036 + 5 

к этому множеству - это и есть задача синтаксического ото

ждествления. 

Интуитивные представления об отождествлении были уточнены 

в формализации понятия вычислимой функции Эрбрава и Геделл [r,з]. 

В этой формализации рассматриваются функции, оnределенные nосред

ством систем рекурсивных соотношений. Аргумент~~ функций явля

ются натуральные числа, которые представляютая следующим образом. 

Каждому числу rv ставится в соответствие его представление 

n, , согласно следуюцим правилам: 
-I. О есть О 

2 • r\. + I есть ( n: ) ' 
Например, 3 есть (((0) 1)') 1 • 

Kaк:v.u"A способом оnределяютая фушщии нетрудво понять, рассмот

рев следующее оnределение функции сложения: 

+ ( х!. , О) = '): i 

+ ( ~i , ( ~z.) •) = ( + < х 1. • х2. ) ) ' 
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В дальнейшем, язык, на котором описываются рекурсивiШе функ

ции в формализации Эрбрана - Геделя, мы будем называть сокращенно 

ЯЗШtОМ ЭГ. 

Определения фушtций, написанные на языке ЭГ леrко компили

руютая в программы на рефале. Для: этого нужно, nрежде всеrо, до

rовориться, как rtодировать натуральные числа с помощью рефал

выражений. Обозначим через rv nредставление чиола t\1 в виде 

рефал-выражения. Выберем сле.цущее представление: 

I. О есть О -2. У'-+ I есть (К,) 

Теnерь нетрудно понять, как nроизвести компиляцию с ЭГ на 

peфaJI. Для этого нужно в ЭГ nрограмме каж.цvю переменную Х.\, за

менить на t L , конструкции вида ( ••• ) ' заменить на ( ••• ) , а 
функциональные термы вида ~ ( А 1 , Л-:, , ... , Л,V'-) замени~ 
на ~ ~ Л/1 ftz ... ftn..l. После такоrо иреобразования получител 
nрограмма на рефале. Так, наnример, оnределение сложения примет 

следующий вид: 

§ ~ + ti о ,v ti 
§ ~ + tj. ( t 2 ) IV ( ~ 4-- -t.i -lz .1.) 
Интересно, что nосле компиляции с эr nолучаются рефал-nрог

раммы, в Itоторых не исnользуются ни ~ -nеремешше, ни е -пере

менные, однако, важную роль играют скобки. ПолучаiаЦИес.я левые час

ти предложений таковы, что синтаксическое отождествление всегда 

может быть nроизведено не более чем одним способом. При ото~цвств

лении не требуется перебор. 

Другим .языком, в котором использовано синтакш1ческое отождест

вление, .является язык нормалъных алrориq:мов А.А.Маркова [ 2, 3] • 

В дальнейшем мы будем сокращенно называть этот язык .языком А~. 
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Програюла, заnисанная на языке АМ, nредставляет из себя 

nоследовательность ф?рмул nодстановки, каждая из которых имеет 

вид ~ ---. J , либо d. --,). J , где ~ и J - некоторые 

строки. Тrо<ую nрограмму легко скомпилировать в nрограмму на ре

фале. Для этого достаточно каждую фopr..'fYJIY nодстановки вида oL--J3 
заменить на рефал-nредложение 

с§ ~ ei. cJ.. е2 "' { е 1 J е2 ..L 

а каж,пую формулу nодстано:вки вида d. ~ • J 
рефал-nредложение 

§ ft е1. J. ez. "' е~~ е2. 
Наnример, алгоритм 

AII ~AI 

AI __.... .I 

~А 

переведется в следующую nрогрщ\~У на рефале: 

§ -Р<. tJj. Aii е2 rv%. е~ A~e2 J... 
§ i е1. А i е2. rv е i i е2 
§ ~ е 1 е2 I'V ~ е~ д е 2 ..L 

заменить на 

Интересно, что после компиляции с АМ получаютая ре фал-прог

раммы, в которых не используются ни ~ -nеременные, ни t-пере
менные, ни скобки, но зато используются открытые е-nеременные. 

Кроме того, знаки ~ иапользуютая: несущественно, nоскольку в пра
вой части каждого предложения находится не более, чем один знак 

t. Таким образом, мы видим, что програм1w, написанные на эr n 

АМ легко компилируютоя в программы на ре фале. Причина этого состо

ит в том, что рефал, в сущности, просто содержит в себе эr и А~ 

как подмножества. В то же время, peфaJI является синтезом этих 

языков. 
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Хорошо видно, что t -nеремешше, скобки и знаки k рефал 
nозаимствовал из языка эr, а открытые е -переменные из языка A!Yl. 

Нормальные алгорифмы А.А.Маркова послужили отправной точкой 

не только при создании языка рефал, но и при разработке языка 

СОМIТ [ 4, s] , а также таких языков для обработки строк как 
5NOBOL [а, 9, ro], AXLE [ rr], АМВIТ [r2, rз1, макро-
процессора t,IMP [I6] . 

Почти все язшw, возникшие из алгориqt.яов А.А.Марr<ова, пред

назначены для обработки строк, т.е. линейных nоследовательностей 

литер, не имеющих явно выраженной синтаксической структуры. Та

ким образом, скобки в строках не иrрают оообой, выделенной роли; 

их nредставление в памяти машины ничем не отличается от представ

ления остальных литер. Правда, в язШ<е 5 NOBOL предусмотрены 

переменные, значением которых может быть только строка, сбаланси

рованная no скобкам, однако, поскольку обрабатываемые от_роки не 

обязаны быть сбалансированны по скобкам, скобки никак не исполь

зуютоя для ускорения отождествления. 

В языке АМВIТ [I2, IЗ] обрабатываемые объекты являются 
деревьями, как и в языке ре фал. При отождествлении скобки игра

ют ключевую роль. Однако, в пэыке допускаютоя только образЦЪt 

такого вида, для которых отождествление может быть произведено 

не более, чем одним способом. Подмножество рефала, описанное в 

[зз, 36] , допускает только такие левые части ресfал-предложений, 
которые соответствуют образцам языка A~IT. Эти ограничения при

водят к тому, что левые части предложений не содержат открытых 

е -переменных. 

Язык эr послужил одним из источников при создании языка 

LI5P (6, 7] . Объектом обработки в язШ<е ~lSP являются: 
бинарные деревья. 
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LT5P оказалсА весьма неудобен дл,q обработки текстов 

(редактирование, компиляция и т.д.), nоскольку в нем не nредусмот

рено синтrо<сическое отождествление [I4, I5] . Поэтому, были соз
даны системы C.ON'VER\ (r4] и БЛИСС [I5] , которые nозволя-
ли в программах на .язьtКе L15P исnользовать фрагменты, наnисанные 
на .языках tONVERT и БЛИСС. БЛИСС, фз.ктически, является nодмно. 

жеством языка 5 N ОВО\.. и обрабатывает линейные строки. Тем самым, 

он игнорирует тот факт, что LI5P позво.ля:ет обрабатывать бинар

ные деревья, а не линейные строки. В яэ.ш<е C.ONVER\ при син
таксическом отождествлении и об!Ж1ект и образец - деревья, nредстав

ленные в виде бинарных деревьев. Поэтому, в nроцессе отождествле

ния возможно движение только слева наnраво, но не сnрава налево. 

Отождествление nри этом делается менее эффективно, чем когда можно 

двигаться в обоих наnравлениях. Например, в следующем выражении 

i 3 2. 5 4 
~ = (еа. ') e.i е~ 

переменная е .1. - закрытая. Если же движение справа налево запре

тить, то придется делать nроектирование следующим образом: 

i 3 2. 4 5 
';! = ( €а.,) е~ eQ.. 

и nеременная eJ.. станет открытой. 

Интересно проследить, каким сnособом аксиоматическим или 

алгоритмическим определено правило отождествления в различных 

язШ<ах. Как мы уже видели в п. 2.3, за время существования рефала 

в этом воnросе наблюдались колебания, т.е. применялея и тот и 

друrой подход. 

В большинстве алгоритмических языков не провою1тся nоследо

вательно аксиоматическая или алrоратмичесх<ая точка зрения, а 

используется смешанный подход: правило отождествления оnисывается 
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с помощью алгоритма, многие части которого описаны акоиоматичеоки, 

т.е. указано, что они делают, но не указано - как. 

В языках ЭГ, АМ и АХ~Е применяется чисто аксиоматический 

nодход. В языках COMI Т, 5NOBOL и C.ONVER1' nод;?сод смешанный. 

Интересно заметить, что в серии языков 5NOBOL происхо-

дила постепенная эволюция в сторону алгоритмического подх:ода. 

Если в языках 5WO~OL i [ 8] и SNOBOL'"5 [9 J описание правила 
отождествления еще близко к аксиоматическому, то в SNOBOL/\ [ro] 
окончательно восторжествовала алгоритмическая тоЧI<а зрения. В 

SNOBOL4 образец превратился в сложную nрограмму, действие кото
рой nодчас нелегко nонять. Выполнение образца может пр1mеоти, на-

пример, к зацикливанию программы. 

В языке АМВIТ используется алгоритмическое определение пра

вила отождествления. 

Итак, на основании вышеизложенного, мы можем сделать вывод, 

что синтаксическое отождествление в языке рефал обладает оледую

щими особенностями: 

I. И образец, и объеrtт симметричные, т.е. в процеоое отож

дествления возможно движение как слева направо, так и оправа на

лево. Эта черта рефала - общая о языками эr и k~IT. 

2. И образец, и объект являютоя деревьями, которые изобража

ютоя о помощью окобок. Таким образом, скобки играют выделенную 

роль, служат для выделения синтаксической структуры объектов, что 

используется для ускорения отождествления. Эта черта рефала - об

щая с языками эr, АМВIТ и CONVER'f. 
3. Существуют такие пары образец-объект, для которых отождес~ 

вление возможно несколькими раз;mчными способами. Из-за этоrо, в 

процеосе отождествления может потребоваться комбинаторный перебор. 
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Эта черта рефала- общая о языками АМ, СОМIТ, SNOBOL , 
AXLE , COWVER'f 

4. Правило отождествления определяется акоиоматичеоки, 

как и в языках эr и АМ. 
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Рис. 2.I. Пример проектирования типовоrо выражения 
;!:, на объектное выражение (S. 
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Рис. 2.2. Проектиро:вавие пары скобок из;[, 
на пару окобок и~ ~ • 
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ВХОД 

успех 

Все элементы ";t., 
спроектированы? 

нет 

да 

сть о~означно нет 
проектируемые элементы 

да 

Сnроектировать 
однозначно nроектируемый 

элемент 

неудача 

Удлинить проеiЩИю 
открытого вхождения 

Отождествление 
выполнено 

Спроектировать 
открытое 

вхождение 

Отождествлени 
невозможно 

Рис. 2.3. Блок-схема алгоритма отождествления g как ';t". 

Рис. 2.4. РезуJIЪтат проактирования для а.лrоритма из п. 2.L 
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Рис. 2.5. Результат nроектирования ДJIЯ рефа.л
интерпретатора 
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Глава 3. ЯЗЫК СБОРКИ ДЛЯ БАЗИСНОГО РШАЛА 

3.I. Язык сборi<И как система команд 

В этой главе описывается язык сборки для базисного рефала 

[29, 32], который, фактически, представляет собой некоторую си

стему команд. Автор надеется, что эта система команд столь же 

хорошо подходит для реализации рефала, как системы команд боль

шинства существующих ЭВМ для реализации Фортрана. 

Почему же мы называем этот язык "языком сборки", а не "си

стемой команд"? Дело в том, что обычно различают систему комаiЩ 

некоторой машины и язык ассемблера для этой машины ( ~ 

~~~ - язык сборки). Язык ассемблера отражает важней-

шие особенности системы команд. Так, например, в языке ассембле

ра для каждой команды имеется ее мнемонический код и отражено 

сколько операндов и каких требуется для этой командые В то же 

время, язык ассемблера позволяет абстраrироваться от того, как 

представлены команды в памяти машины: какой двоичный кой имеет 

каждая комаiЩа, в каких именно битах слова находится каждьtй 

операнд и т .д. 

Система команд для рефала не составляет исключения. Мы назы

ваем ее языком сборки для рефала ( ~е ~~~ ~и~) 
потому, что оnисываем ее в символическом виде, используя мнемо

нические названия оnераций, метки и т.д. При реализации языка 

сборки на различных мащинах, его операторы можно представить 

в памяти машиiШ по-разному. При этом доЛЖНЬI учитываться специ

фические особенности каждой маmины, как, например, разрядность 

слова и т.п. 
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Предnолагается, что язшt сборки должен реализовываться 

посредством интерnретации. Структура языка сборки хорошо при

сnособлена для этого. Каждый оnератор начинается с кода опе

рации, за которым следует фиксированное,определяемое кодом опе

рации, число оnерандов. 

Интересно отметить, что язык сборки не сразу приобрел 

такой вид. Ранний язык сборки [29] своим внешним видом наво

дил на мысль, что его следует комnилировать, а не интерпрети

ровать. Только в процессе дальнейшей работы кристаллизовалась 

концепция языка сборки как системы команд. 

Интерnретатор язшtа сборки. может реализовываться, как 

nрограммным, так и аппараtнЫМ путем. 

Самый леrкий nуть - программпая реализация. Он же - и единст

венный, если требуется реализовать интерnретатор язшtа сборки 

на уже имекхцейся ЭВМ. При этом, каждому оператору язшtа сборки 

ставится в соответствие векоторая подпрограмма в интерпретато-

ре языка сборки. Каждая такая nодnрограмма содержит в среднем 

10-15 команд. Общий объем интерпретатора языка сборки составляет 

600-1000 Itоманд. 

Интерпретатор языка сборки был реализован программным путем 

на машинах БЭСМ-6 [37, 38, 39] и МИНСК-32, а также на машинах 
серии М-220 [ 40, 41] и серии Ю ЭВМ. 

Путь аппаратной реализации языка сборки - гораздо более 

трудоемкий. Однако, он позволяет повысить скорость работы рефал

программ примерно на порядок [ 42, 43] В настоящее времп: ра

боты по аппаратной реализации интерпретатора язика сборки ведутся 

в ИПМ АН СССР под руководством И.Б.Задыхайло, А.Н.Мямлина и 

В.К.Смирнова. 
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В этой главе будет оnисан язык сборки, интерпретатор 

языка сборки и на конкретных примерах будут показаны методы 

nеревода программ с рефала на язык сборки и применяемые при 

этом опт~~зации. 

Семантика операторов языка сборки будет описана словесно, 

а также, через соответствующие nоддрогр&~ интерnретатора 

языка сборки, которые будут описаны формально, на пекотором 

фортраноподобном языке. 

3.2. Организация памяти. 

Во время работы рефал-программы обрабатываемая информация 

находится в nоле зрения (см. 1.2). Действия, совершаемые рефал

машиной над содержимым nоля зрения, заключаются в удалении одних 

nодвыражений и замене их другими. Поэтому, информацию в поле 

зрения нужно хранить таким образом, чтобы эти действия не nри

води;ш к nреобразованию тех частей поля зрения,которые непосред

ственно не затрагиваются данной nодстановкой. Очевидно, что для 

этого следует применить списковую организацию памяти. 

Поскольку выражение в языке рефал-симметричный объект, в 

процессе работы с которым нужно уметь ~игаться и слева направо, 

и справа налево, поле зрения следует представить в виде симмет

ричного списка, каждый элемент которого содержит ссWIКИ на пред

шествующий и следующий элементы. Кроме того, для эффективноrо 

выполнения синтаксическоrо отождествления, нужно уметь "мгновен

но" находить для каждой скобки nарную к ней скобку. Поэтому, 

элемент списка, изображаDЦИЙ скобку, должен содержать ссылку 

на соответствующую парную скобку. 
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Исходя из этих соображений, мы будем считать, что поле 

зрения представлено в виде списка, имеющего следующую структуру. 

Основной единицей спиока является звено. Память, отведен

ная под uоле зрения, представляет из себя совокуnность векото

рого числа звеньев. Звено - это группа машинных разрядов, доnус

кающая прямую адресацию. В машинах о достаточно большой длиной 

слова основной nамяти звеном может являться одно олово. Так 

обстоит дело, наnример, в случае машин БЭСМ-6, М-20 и др. В 

машинах серии ЕС ЭВМ в качестве звена может служить последо

вательность из восьми или ~енаддати байтов. 

Каждое звено состоит из трех полей: КОД,ПР и ел. Поле КОД 

nодразделяется на два подnоля: П и ПАР (рис. 3.I). 
Размер полей ПР и ел должен быть таким, чтобы они могли 

содержать адрес любого звена, входящего в поле зрения. Поля ПР 

и ел служат для связывания звеньев в линейную последовательность. 

Поле ПР всегда содержит адрес предыдущего звена в этой после

довательности, а nоле ел содержит адрес оледующего звена. 

Содержимое nоля КОД зависит от того, какому объекту соот

ветствует данное звено. Звено может изображать символ, либо 

скобку (левую или nравую). Представление знака конкретизации 

и конкретизационной точки в поле зрения будет описано в п. 3.2.3. 

Содержимое поля КОД в описании языка оборки полностью не 

детализируется. Однако, предnолагается, что по нему всегда можно 

различить, что изображает звено: символ, левую скобку или nравую 

скобку. При этом, ддя скобки поле КОД должно содержать в себе 

адрес соответствующей парной скобки. 

Отсюда следует, что размер поля: КОД должен быть больше, чем 

размер полей ПР и ел. Поэтому поле КОД можно подразделить на 
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два nодnоля: П и ПАР, где размер nоля ПАР совnадает с размером 

полей ПР и ел, а размер nоля П достаточен, чтобы по нему моЖRо 

было отличить символ от скобки, а левую скобку от nравой. 

Больше ничего о содержимом nоля КОД не nредnолагается. Это 

находится в nолном соответствv!И с тем, что рефал-машина оnери

рует с символами как с неделимыми объектами, nрирода которых ей 

без различна. 

В настоящее время символ может быть объектным знаком, мет

кой или числом. При дальнейшем развитии рефала могут nоявиться 

символы других тиnов, однако, это никак не отражается на интер

nретаторе языка сборки, ибо ему нет необходимости расnознавать 

тиnы символов, а тощдес~енность ~ух символов он расnознает 

по nолному совnадению содержимого nолей КОД у соответствующих 

звеньев. 

Поясним сказанное на nримере машины БЭСМ-6. 

Звено в машине БЭеМ-6 занимает одно слово ( 48 разрядов). 

Размер nолей ПР, ел и ПАР равен длине адреса - I5 разрядов. Под 

nоле П остается 3 разряда. Таким образом, длина по~ КОД - I8 раз

рядов. 

Ддя объектов различных тиnов nоле П nринимает СЛ?дующие 

значения: 

OOI ( 

OII ) 

000 объектный знак 

OIO символ-метка 

IOO символ-число 

В зависимости от значения nризнака П в nоле ПАР заnисывается 

или адрес nарной скобки, или адрес, равНЬIЙ значению метки, или 

соответствующее число. 
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На рис. 3.2 изображено nредставление выражения А(ВС) в 

виде списка. 

В дальнейшем, мы: будем исnользовать более комnактные обоз

начения, при изображении сnисков на рисунках (см. рис. 3.3). 

Каждое звено будем рисовать в виде кружка. ЛИНИИ, выходящие 

из кружка горизонтально, изображают ссЬIЛКИ, находящиеся в полях 

ПР и ел. Внутри кружка записан объект, который содержит звено. 

Если nоле ПАР содержит ссылку на друrое звено, эта ссылка изоб

ражается с nомощью линии, выходящей из кружка вертикально. 

Сnиски такой структуры nрименялись ранее в рефал-интерпре

таторе [26, 27] ддя представления nоля зрения и в реализации 
языка АМВIТ [r2, I3]. 

Интересно отметить, что можно было бы исnользовать другую 

организацию сnиска для nредставления скобок. Выбранное нами 

nредставление скобок точно соответствует тому, как выражения 

рефала заnисываются на бумаrе. Выражение nри этом мыслится как 

линейная, одноуровневая строка, хотя и сбалансированная по скоб

кам. Однако, выражение можно рассматривать как дерево. При этом 

мы получаем другое представление для скобок ( рис. 3.4). При 

этом выражение nредставлено как линейная nоследовательность 

термов. Ддя каждого терма вида СЭ) в списке содержится звено, 
которое в поле П содержит nризнак "левой скобки", а в поле ПАР

ссылку на друrое звено - "rолову" nодвыражения G . В "rолове" 
в поле П содержится признак "правой скобки", а в nоле ПАР -

обратная ссылка на "левую скобку" • Поля ПАР и ел используются, 
чтобы nрисоединить к "rолове" выражение ·~ , которое образует 

совместно с головой симметричный циклический оnисок. 
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Такал структура списка сходна с той, которал nрименялась 

в системе 5L 1. Р ( I? ]. Отличие состоит только в том, 
что в системе 5LI Р разрешено исnользовать один и тот же 

подсnисок в нескольких местах. Поэтому "голова'! каждого nодсnиска 

в nоле ПАР содержит счетчик числа ссылок на данный nодсnисок. 

Возникает,естественно,вопрос, какое представление скобок 

удобнее выбрать nри реализации языка рефал? С точки зрения син

таксического отождествления, оба представления одинаково удобны, 

Однако, оказывается, что nри выполнении nреобразования ведущей 

области конкретизации, удобно рассматривать выражения как линей

ные строки, не делая nринциnиального различия между скобками 

и симво~ами. Поэтому, в дальнейшем, для скобок будет исnользовать

ся nервое из рассмотренных представлений. 

Наконец, необходимо отметить следующий принципиальный не

достаток выбранного нами nредставления nоля зрения. (Вnрочем, 

недостаток этот типичен для универсальных систем обработки 

сnисков). А именно, всегда исnользуется некоторое стандартное 

nредставление информации, которое зафиксировано раз и навсегда,и 

не зависит от программы на рефале. В nри.шnше, можно разработать 

комnилятор, который будет выбирать такое nредставление поля зре

ния, которое соответствует конкретному алгоритму на основе глу

бокого анализа исходной рефал-nрограw~. Однако, в данной работе 

такая задача не ставилась. 

З.З. Форматы оnераторов языка сборки. 

Программа на языке сборки представляет собой nоследователь

ность операторов. Каждый оператор имеет следующий вид: 
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[метка:] имя: оператора [,аргумент] ••• ; 
То есть, оператор обязательно содержит мнемоническое имя: 

оператора и заканчивается точкой с заnятой. Перед именем опе

ратора может стоять метка, которая отделяется двоеточием. 

Вслед за именем оnератора могут идти один или несколько 

аргументов, разделенных заnятыми. Например: 

'ТРL, 6,2 ;ТЕЕМ ;МI:УПЕР ,М2; 

Доnускаются аргументы трех тиnов. 

Аргумент типа N - это целое не отрицательное число. Аргу

мент тиnа L- это некоторая метка. Аргумент типа S - произволь 

ный символ в смысле языка рефал. 

Имя оnератора однозначно оnреляет сколько аргументов, 'Ка

ких типов и в какой nоследовательности требуются для данного 

оnератора. Поэтому, все операторы нзm<а сборки разбиваются на 

шесть групп, в соответствиии с тем, какие аргументы требуются 

для этих операторов. 

Груnпа О. Для операторов из этой группы аргументы не тре-

буются. Например: 

СИМ;ЕSТ ;ТЕIМЯ; 

Гыупnа N . Требуется один аргумент типа lf . наnример: 
СТВ,25; MULE,I5; 

Группа WtV. Требуется два аргумента типа .N" • например: 
УГР,25,4; 

Груnпа L . Требуется один аргумент типа ~ • Например: 

УПЕР ,МI;АКТО, FUNC. ~ 

Груnпа S . Требуется один аргумент типа S. Например: 
.. тs • ' тта f 25п<' ЗНАЧ,А; ~ , ПСИI ; ЗНА-ш, I Р ; 

Груnпа N L. Требуется один аргумент типа .N' и один аргумент 
типа L , Например: 

АКТ ,I,ej, FUNC.; 
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3.4. Общая структура интерпретатора языка сборки. 

Эмулятор. 

Чтобы nрограмма на языке сборки могла выnолняться с разумной 

эффективностью, nеред исполнением ее необходимо перекодировать 

из "символичесrtой" формы в "машинное представление". (Этот nро

цесс совершенно аналогичен nереводу nрограммы с языка ассембле

ра в команДЬI машины). При этом, мнемонические имена оnераторов 

заменяются на некоторые двоичные коды, метки заменяются на ма

шинные адреса. Затем, nрограмма, перекодированная Б "машинное 

представление", nодается на вход интерпретатору языка сборки. 

Интерnретатор языка сборки состоит из двух основных частей: 

эмулятора и набора nодпрограмм, каждая из которых реализует 

действие отдельного оnератора. 

ЭМулятор выnолняет следующие действия, Для очередного опера

тора языка сборки, эмулятор выбирает код этого оператора и опре

деляет. к какой группе этот оператор nринадлежит. Затем эмулятор 

выбирает из памяти аргументы оnератора и загружает их Б фикси

рованные переменные. Ддя операторов группы 1{ - в переменную N , 
для операторов груnпы .NN - Б nеременные t:J и t1. , для групnы \...

в nеременную L • для групnы S- в переменную 5 • а для грушш 
t-J L - в переменвые N и L . Затем эмулятор продвигает счетчик 
адреса на следуrадий оператор, по коду оператора определяет адрес 

входа в подпрограмму. реализуnцую дашnШ оператор и передает уп

равление по этому адресу. затем работает nодпрограмма, реализую

щая оператор, которая завершается передачей управления Б эмул.я.

тор на метку N~X1'0P. 
Опишем эмулятор формально. 
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Будем считать, что в переменной СЧА перед обращением к 

эмулятору находится адрес очередного оnератора язiШа сборки. 

Обозначим через NM~L ') L..BLL и 5M\)L длину аргументов ти-

nа N , L и S , соответственно. Через NM В ) L BL и 5 М В 
обозначим функции, которые выбирают no указанному адресу аргумен

ты тиnа N' , L и S , соответственно. Будем полаrать, что код 
оператора занимает в памяти столько же места, сколько аргумент 

типа N . 
Функция OPGROOP оnределяет по коду оnератора, к какой 

групnе он nринадлежит и выра6атЬIВает один из адресов (q R РО, 
4RPW ')(;R~NN,. GRPL, GR~S или GRPNL , если оператор 
nринадлежит к одной из групп О, N , NN , \... , 5 и.ли NL , 
соответственно. Функция OPEN1'~Y по KOJIY оператора вырабаты-

вает адрес входа в поддрограмму, реализующую данный оператор. 

При сделанных предположениях эмулятор описывается еле~ 

щей программой: 

NE~~OP ОР~:::: NK& ( С.Ч 1\} 

G-RPO 
GRPN 

GRPNN 

СЧ А::: СЧ~-+ NMBL 
GOIO OPGROOP(OPC.) 
GOTO OPEN1'RY ( OPt) 

N = N t-\ В (СЧЛ) 
СЧ. ~=-с. Ч д+ N t1 ~L 
GOTO 0Pt.N1'RY (ОРС) 
N ::. Nt'\B(CЧE\) 

СЧА :: СЧД -t NMBL 
tl\= NM~(C4f\} 
СЧt\ :;CЧA-rNMBL 

G0'\0 OPEN1'RY(OPC.) 
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, R PL L. ::: L В L (С Ч А) 
СЧд.: СЧд ~ LBLL 
GOTO OPEN~RV(OP<:) 

GRPS 5: SM~(C4~) 
СЧА: CЧA+SMBL 

GO~O ОРЕЫ1RУ(ОРС) 

GRPNL N = NМЕ>(сц t\) 
СЧА = СЧд 4- NM~L 

L = LBL (С.ЧД) 

С Ч А ::. СЧ t\ k l.B\..L 

GOTO ОРЕЫ~RУ(ОРС) 

Вход в эмулятор осуществляется передачей управления на метку 

NE Х"ГОР. 
Сколько памяти оледует отводить nод аргументы различных 

типов? Как мы увидим в дальнейшем, nод аргумент тиnа N , на 
практике будет достаточно отвести о~ байт, так как будут ис

пользоваться целые числа не nревосходящие 255. Длина аргумента 

типа L совnадает с д,линой полей ПАР, ПР и ел, а длина аргумен

та типа S совпадает с размером nоля КОД (см. п.З.2). 

3.5. Таблица элементов 

Основная задача синтаксического отождествления - проанали

зировать выражение, стоящее в поле зрения в области действия 

ведущего знака конкретизации и, в случае, если отождествление 

возможно, запомнить те адреса звеньев из поля зрения, которые 

моrут nотребоваться в дальнейшем, ддя замеНЬI левой части на 

nравую. 
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д1дем называть элементои предложения рефала любой входящий 

в него символ, скобку или свободную nеременную, а элементом 

nоля зрения- любой символ ИJШ скобку, входящие в него. 

В процессе работы интерпретатора языка сборки адреса эле

ментов nоля зрения заносятся в одномерный массив, называемый 

таблицей элементов (ТЭ). Чтобы не возникала терминологическая 

nутаница, МЪI будем называть элементы массива ТЭ строками таб

лицы элементов. 

Строки табЛИЦьt элементов нумеруются:, на'tШна.я: с нуля.: 

ТЭ [.01 , ТЭ [r1, ТЭ [21, ... В каждую строку nомещается один 
адрес звена из nоля: зрения. 

Процесс отождествления сводится: к установлению соответствия: 

между элементами поля зрения: и элементами левой части nредложения. 

При этом, одному элементу левой части могут ставиться: в соответ

ствие и несколько элементов из nоУ.я зрения. Поскольку установ

ление соответствия: сводится к занесению некоторых адресов в ТЭ, 

одному элементу левой части всеrда будет соответствовать одна 

ИJШ две отроки в ТЭ. 

Если элемент левой части - символ, скобка или nеременпая 

символа, то в ТЭ заносится адрес соnоставляемоrо ему звена из 

nоля зрения. 

Если элемент - nеременная терма или выражения, ему будет 

соответствовать ~е соседних отроки в ТЭ. В nервую из них будет 

занесен адрес начальноrо, а во вторую- конечного звена выраже

ния из nоля зрения, сопоставляемого данному элементу левой части. 

Соответствие между отроками в ТЭ и звеньями в nоле зрения 

устанавливается: динамически, в nрочеоое синтаксического отождест

вления. Соответствие между элементами левой части и строками 
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таблицы элементов устанавливается статически,во время компи

ляции программы с рефала на язык сборки. 

3.6. Переменные НЭЛ, ГI и I2 

Номером элемента левой части рефал-предложения назовем 

номер соответств~ащей ему строки в ТЭ. Если элементу соответ

ствует две соседних строки, номером элемента называется больший 

из номеров этих строк. 

В процессе отождествления таблица элементов последователь

но заполняется. 

Во время работы интерпретатора языка сборки переменная НЭЛ 

всегда содержит номер первой незаполненной строки в ТЭ. Каждый 

оператор отождествления заполняет определенное число строк в 

ТЭ и увеличивает значение НЭЛ на соответствующую величину, так, 

чтобы она снова указывала на первую свободную строку в ТЭ. 

Как правило, один оператор языка сборки осуществляет проекти

рование одного элемента левой части предложения, но некоторые 

операторы проектируют сразу по несколько элементов. 

В отличие от переменной НЭЛ, которая в nроцессе отоР.~ест

вления движется по таблице элементов, переменные ГI и I2 в про

цессе отоrществления движутся по полю зрения. В каждый момент 

отождествления ГI и I2 содержат адреса каких-то двух звеньев 

из поля зрения. 

Процесс отождествления организован так, что nриступать 

к проектированию какого-либо элемента левой част~ можно лишь 

после того, как уже спроектирован хотя бы один из двух его со

седних элементов. При этом получается, что между спроектирован

ными элементами зияют еще не проанализированные дыры (рис. 3.5), 
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которые nостепенно стягиваются и исчезают. При nроектировавии 

пары скобок исходная дыра всегда разбивается на две дыры мень

шего размера. 

В самом начале отождествления нам известно только два ад

реса: а именно, адреса ведущих знаков ~и .L • Поэтому все 
nространство между ними nредставлцет собой ОддУ большую дыру. 

В конце отождествления, когда сnроектированы все элементы 

левой части, дыр не остается вовсе. 

В nроцессе отождествления nеременные ГI и Г2 всегда уста

новлены на левый и nравый конец той дыры, в которую в данный 

момент nроектируются элементы левой части (рис. 3.5). 
Проектирование очере~оrо элемента nриводит к тому, что 

либо ГI сдвигается вnраво, либо Г2 сдвигается влево. Тем самым, 

дыра стягивается. Заметим, что nри этом ГI всегда остается левее, 

чем 1:2. 

Перед началом отождествления ведущие l и ..L. превращаютт 
в структурные скобки. В таблиц~ элементов заnоJIНЯются три стро

ки. В ТЭ [2J] заносится адрес звена, nредшествующего k,, в 
ТЭ [Il - адрес ~, а в ТЭ [2] - адрес .1.. • Переменной НЭЛ при
сваивается значения 3. ГI и I2 устанавливаются на ~ и ..L соот
ветственно (рис. 3.6). (Все эти действия выполняет оператор 

который завершает очередной шаг и nодrатавливает следующай. Его 

оnисание содержится в п.3.25). 

3.7. Язык звеньев 

Подnрограммы, соответствующие операторам языка сборки, 

мы будем описывать на так называемом языке звеньев. Он так 

назван потому, что nозволяет описать семантику оnераторов в 

терминах оnераций над звеньями. 
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Програw.~а на языке звеньев представляет из себя последова

тельность предложений. Каждое предложение заnисывается на от

дельной строке и имеет вид: 

[метка 1 оnератор 
Метка отделяется от оnератора оддим или несколькими про6е-

ла1ш. Она может быть опущена. 

ци.я: 

Существует три тиnа операторов языка звеньев: 

I. Оператор присваивания: 
левая часть = правая часть 

2. Оператор перехода: 

G0\0 метка 

3. Условный оператор: 

IF (условие) оnератор 
ДДя работы с nолями звена исnользуется следующая конструк-

имя поля (переменная), 

где переменная содержит адрес звена. 

Таким об раз ом, предложеiШе 

СЛ(ГI) = ПАР(Г2) 

означает, что в поле ел звена, адрес которого находится в пере

менной ГI, засылается содержш~ое поля ПАР звена, адрес которого 

находител в Г2. 

Дзлее, Н~\11 понадобится предикат СК(Х), который выра6атывает

значеiШе "истина", если переменная Х содержит адрес звена, ко

торое содержит скобку (левую ИJШ правую), и вырабатывает "ложь", 

если Х указывает на символ. 

Аналогично, предикаты СКЛ(Х} и СКП(Х} распознают левую и 

nравую скобки, соответственно. 
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Кроме тоrо,в программах на языке звеньев будут употребляться 

следующие сокращения ("макрокоманды") : 
СДГI - СДВИГ Г!, СОКращение Д.ЛЯ 

ri = СЛ<ГI) 
IF<ГI EQ r2) GOTO НЕОТ 

Сдr2 - СДВИГ r2, сокращение ДJU{ 
Г2 = ПР(Г2) 
IF<ГI EQ Г2) qото НЕОТ 

RETURN - возврат в эмулятор, сокращение для QOTO klEXI.'OP 

3.8. Отождествление объектных выражений 

В этом разделе оnисаны операторы языка сборки, с помощью 

которых можно осуществить проектирование лю6оrо выражения, не 

содержащего свободных переменных. 

Оператор ЗНАЧ,S; относится к группе S • Он проектирует сим

вол S , стоящий в левой части предложения на символ S в поле 
зрения. 

При обращении к оператору ЗНАЧ,S; rраяицьт ГI и I'2 доЛЖНЪI 

уже быть установлены на края какой-то дыры (рис.З.?). 

Оператор ЗНАЧ, S; пытается передвинуть ГI на одно звено 

вправо. ЕСли при этом rr совпадет с r2, это означает, что про

ектирование символа S nотерпело неудачу, поскольку между ri 
и r2 - пустое выражение. 

Если значение ri не совпадает с Г2, то ЗНАЧ,S; проверяет. 

содержит ли звено, на которое теnерь указывает rr, символ S или 

нет. Если содержит - nроектирование успешно. Оператор заносит 

в тэ[нэл] адрес этоrо звена, а значение НЭЛ увеличивает на еди

ницу. ЕСли ве это звено не содержит символ S , то проектирование 
неуспешно. 
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Всякий раз, когда некоторый оператор отождествления обнару

:юшает, что nроектирование потерnело неудачу, уnравление nере

дается на метку НЕОТ (неотождествление). Что делает НЕОТ будет 

описано nозднее, в п.З.IО. 

Ниже приведено описание оnератора ЗНАЧ,S; на языке звеньев. 

ЗНАЧ СДГI 

IF(KOД(ГI) NE &)QOTO НЕОТ 

тэ[нэл] = rr 
НЭЛ = НЭЛ+I 

RE1'URW 

Оnератор ПРОБ; относится к группе О.Он не заполняет ТЭ и не 

сдвигает НЭЛ, ГI и I2. Щцинственна.я его задача - проверить, что 

ГI и r2 установлены на соседние звенья, т.е. что между ними 

ничего нет. Если между ГI и r2 что-то есть, ПРОБ; передает управ

ление на метку НЕОТ. Таким образом, ПРОВ; производит проектиро

вание пустого выражения. 

ПРОВ IF(CЛ(ГI) NE r2)~0TO НЕОТ 

RE'rURN 

Имея только два оnератора: ЗНАЧ,S; и ПРОВ; мы уже можем 

перевести на язык сборки левые части следующего вида: 

§ ~ 'F' А ~ ... 
§ t 'F' ЖАБА rv .•. 

В самом деле, расставляя над второй левой частью номера 

элементов, мы получим: 

i 3 't5ь2 

§ k 'r' ж д Б д N' •• • 

' ' (Название функции F не занимает в nоле зрения ни одного 

звена, поэтому при отоцествлении не учитываетсш). 
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Проектирование произведет такая последовательность опера

торов: 

ЗНАЧ,Ж;ЗНАЧ,А;ЗНАЧ,Б;ЗНАЧ,А;ПРОВ; 

Интересно отмеwить, что при работе этих оnераторов НЭЛ, 

rr и r2 "сами собой" передвигаются, нуЖНъtМ образом, и "автомати

чески" заполняютел нуЖНЬiе отроки в ТЭ. 

Оператор ЗНАЧЯ,~; относится к груrше S. Он "зеркально-симмет

ричен" оператору ЗНАЧ.s;. 

ЗНАча Сдr2 

I:F(KOД(I2) NE 5)~ТО НЕОТ 
тэ(нэл1 = r2 

НЭЛ = НЭЛ + I 

RE\ U Rt-4 
Используя оператор ЗНАЧЯ,S; можно по-другому скомпилировать 

nоследний nример 

1 ~6532. 

§ -tt' ~· ж А s д N ••• 

в последовательность операторов: 

ЗНАЧЯ,А;ЗНАЧ,Ж;ЗНАЧЯ,Б;ЗНАЧ,А;ПРОВ; 

При этом nорядок отождествления уже другой, и соответствие 

между элементами левой части и строками таблицы элементов тоже 

другое. 

Оператор СКОБ; относител к группе О. Он проектир,ует пару 

скобок, стоящую в левой части предложения на пару окобок в nоле 

зрения (рис. 3.8). 
СКОБ; сдвигает ГI на одно звено вnраво, nроверлет, не "за

нлто" ли уже оно I2, а затем nроверяет наличие в этом звене 
левой скобки. ЕСли левая скобка есть, ее адрес заносится в 

тэ(нэл]. Затем, по адресу, хранящемуел в nоле ПАР, СКОБ; находит 
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парную nравую скобку и ее адрес заносит в тэ[НЭЛ+I]. После это

го I2 устанавливается на nравую скобку, а НЭЛ сдвигается на две 

единицы. Таким образом, СКОБ; проектирует сразу два элемента 

и запо.лня:ет две строки в ТЭ. 

СКОБ СДГI 

IF(NOT СК{ГI) )~ТО НЕОТ 
Г2 = ПАР(ГI) 
тэ[нэл] = rr 
тэ[нэл + r] = r2 
нэл = нэл + 2 
R~\UR\'.! 

Оnератор СКОШ; относится к груnпе О. Он осуществляет 

отождествление пары скобок, стоящей перед r2 (рис. 3.9). 

СКОБЯ СДI2 

IF(NOТ СК(r2))~0ТО НЕОТ 

тэ[нэл + r1 = r2 

Г2 = ПАР(Г2) 

тэ[нэл] = Г2 

НЭЛ = НЭЛ + .2 

Rt.1'URN 

Видно,что оператор СКОБа; не является "зеркальным" отра

жением оператора СКОБ;. Оба оnератора разбивают исходную щ;.ру 

на две дыры меньшего размера. Асимметричность СКОБ; и СКОБа; 

прояв.ляется в том, что оба оператора устанавливают ГI и r2 на 

левую из обра.зовавшихся дыр, адрес левой скобки заносит в 

ТЭ [ НЭЛ ), а адрес nравой - в ТЭ[ НЭЛ + I 1. Как мы увидим, это 
окажется удобным в дальнейшем. 

Одератор YrP,N,M; относится к группе NN. Он nредназначен 

для того, чтобы nервставлять границы rr и r2 с о~ой дыры на 
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другую. При этом в rr заносится адрес из ТЭ [N] , а в I'2 зано

сится адрес из тэ[м1. 

УГР rr = тэ [Nl 
r2 = тэ(м] 
IF(TЭ(M1 NE if) RE.,.UR~ 

r2 = СЛ(ТЭ[М+I]) 
RE:'t'URN 

В приведеином оnисании УГР, tJ ,М; на языке звеньев, пока 

неnонятны третье и четвертое предложения. Зачем они нужны ста

нет лсно в п. 3.9. 
Описанных операторов уже достаточно, чтобы скомпилировать 

любую левую часть, не содержащую переменных. Например: 
J. 35614 ~2 

~ ~' F' С '!.. С ) ) У ~ ... 
СКОБ;ЗНАЧ,Х;СКОБ;ПРОВ;УГР,?,4; 

ПРОВ;УГР,4,2;3НАЧ,У;ПРОВ; 

Если изменить очередность nроектирования элементов левой 

части, nолучаем другой nеревод на язык сборки: 

i 4Gi~ 532 
§ ~1 F'' ( ){ ( ) ) у N ••. 

ЗНА ЧЯ, У; СКОБ ;ЗНА Ч,Х; СКОБЯ; 

ПРОВ;УГР,?,8;ПРОВ;УrР,5,3;ПРОВ; 

3.9. Проектирование свободных nеременных 

При проектировании свободных переменных символа не возни

кает никаких дополнительных проблем. 

Оnератор СИМ; относится к группе о. Он проектирует главное 

вхождение переменной символа и работает аналогично оператору 

ЗНАЧ,$;. Различие зак.mочаетоя тoJIЬRo в том, что СИМ; проверлет 
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наличие nосле ГI nроизвольноrо символа, в то время как ЗНАЧ,S; 

nрсверял наличие конкретного символа 5 . 
СИМ СДГI 

IF(CК(ГI))GOTO НЕОТ 

тэ(нэл] = rr 
НЭЛ = НЭЛ + I 

Rt.'ТUP.N 

Оператор СИМЯ; относится к rpyпne о. Он является "зеркальным" 

отражением оnератора СИМ;. 

СИМЯ Сдr2 

IF(CK(I2))QOTO НЕОТ 

тэ[нэл] = I2 

НЭЛ = НЭЛ + I 
RE\URN 

Теnерь можно скомnилировать такую левую часть: 

i 3 "i 2.. 

§ ~.'~' ~~ '.>~ ('J ••• 

СИМ;СИМ;ПРОВ; 

Если изменить очередность проектирования, получаем друrрй 

nеревод: 

i ~ 3 2 
s ~'F' ~-х ~~ tv ••. 

СИМЯ; СИМ ;ПРОБ 

Операторы CТC,tJ; и СТСЯ,N; ("старый символ") относятся: к 

rpynne N. Они исnользуются для nроектирования nовторных вхожде

ний nеременных символа. Аргумент N- это номер rлавноrо вхо~е

ния переменной символа. Эти операто~ы работают аналоrично С1~; 

и СШ4Я;, но делают nроверку на совnадение nолей КОД у главного 

.. 
и nовторноrо вхождении. 
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СТС СДГI 

IF(KOД(ГI) NE КОД(ТЭСN1))qОТО НЕОТ 
тэ[нэл] = rr 
НЭЛ = НЭЛ + I 
RE\'URN 

СТСЯ Сд:r2 

IF(KOД(r2) ~Е КОД(ТЭ[N]))qрТО НЕОТ 

тэ[нал] = r2 

НЭЛ = НЭЛ + I 
RETURN 

Теnерь можно скомпилировать такую левую часть: 

i 3 4 2 
§ -R '{:'' ~~ ~~ "' ... 

СИМ;СТС,З;ПРОВ; 

Однако, ее можно скомnилировать и так (сохраняя те же номера 

элементов, но не сохраняя вид движения ГI и I2): 

СИМ;СТСЯ,З;ПРОВ; 

Теnерь nристу.шш~ к nроектированию закрытых и nовторных вхож

дений переменных выражения и nеременных терма. 

Оnератор ЗАКР; относится к груnпе О. Он nроизводит nроек

тирование закрытой nеременной выражения. 

Ддя каждого вхождения переменной выражения в ТЭ отводится 

две строки. где запоминаются адреса начального и конечного звена 

выражения. Если выражение пус~ое, то вместо адреса начала в ТЭ 

записьtВается нуль, а вместо адреса коiЩа - адрес звена, предшест

вующего выраr4ению. 

Оnератор ЗАКР; учитывает различие между nустым и непустым 

выражением. 
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ЗАКР IF(CЛ(ГI) EQ Г2) QOTO ЗАКРI 

тэ[нэл] = СЛ(ГI> 
ТЭ [НЭЛ+I] = ПР(Г2) 
НЭЛ = НЭЛ + 2 

RE1'\JR~ 

ЗАКРI тэ [нэл] = ~ 
ТЭ UrЭЛ+I] = ГI 
нэл = нэл + 2 

RE'Т'U~N 

Другие оnераторы тоже должны учитывать различие между пус

тыми и неnуотыми выражениями. Теnерь можно вернуться к описанию 

оnератора УГР, N ,М; в п. 3.8 и разобраться, зачем в неrо встав

лена проверка: тэ[м] EQ Ю. 

Теперь мы можем скомnилировать такую левую часть: 

1 3 5,G ~ 2 

~ -R'~' ~~ ei ~-х. ~ ... 
СИМ; СТСЯ, 3; ЗАКР 

Здесь над ei nроставлены два номера: 5 и б. Это вызвано 

тем, что е1 занимает две отроки в ТЭ. В ТЭ [5] будет адрес на

чала е j, а В ТЭ[6] - адрес КОIЩа. 
Оnератор СТВ,N) ("старое выражение") относится к группе N. 

Он nроектирует вовторное вхождение переменной выражения. 

Аргумент N является номером rлавного вхождения проактируе
мой переменной, аналогично оператору CTC,N;. Разница только в том, 

что выражение занимает две отроки в ТЭ, и в качестве аргумента 

используется номер второй из них. 

Работает СТВ,N; оледующим образом. Сначала ИЗ тэ[N-I] и 

ТЭ [ N1 он находит адреса начала и коiЩа значения главного вхож

дения. затем rr начинает двигаться вправо. При этом каждое оче-
редное звено сравнивается о ооответовующим звеном rлавного вхож-
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дения. Если произойдет весовпадение хотя бы для одной nары 

звеньев, СТВ, ; терпит неудачу. Проектирование считается усnешно 

зmtонченным, когда все звенья главного вхожденил исчерпаны. В 

этот момент ГI как раз установлен на правпй конец повторного 

вхождения (рис. З.IIO). 

СТВ IF(TЭ[~-I] EQ ~)GQTO СТВ2 

тэ(нэл1 = cлcrr) 
АСТ = ПР(ТЭ[N -I]) 

СТВI IF( АСТ EQ. ТЭ [ N] ) ~ТО СТВЗ 
АСТ = СЛ(АСТ) 

Cдri 

IЕ(КОД(ГI) EQ КОД(АСТ))qDТО СТВI 

Ir(NOT СК(ГI))~ОТО НЕОТ 

IF(П(ГI) EQ. П(АСТ) )QOTO СТВI 

qото НЕОТ 

ств2 тэ[нэл] = Х1 
СТВЗ тэ(НЭЛ+I] = ГI 

НЭЛ = НЭЛ + 2 

RE. \URN 

Оператор СТВЯ,N; относится к группе N • Он является "зеркаль
ным отражением" оператора СТВ ,N;. 

СТВЯ ТЭ[НЭЛ+I1 = ПР(Г2) 

IF(TЭ[ W -I] EQ. IO)q<)TO СТВЯ2 

АСТ = СЛ(ТЭ[N]) 
СТВЯI IF( АСТ = ТЭ l N - I] )(10ТО СТВЯЗ 

АСТ = ПР(АСТ) 

Сдг2 

IF(KOД(I2) ЕQКОД(АСТ) )QОТО СТВЯI 

IFCNOT СК(Г2))~ТО НЕОТ 
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IF(П(I2) ~П(АСТ) )GQTO СТВЯI 

GOTO НЕОТ 

СТВЯ2 тэ[нэл] = Ю 
НЭЛ = НЭЛ + 2 

RETVRN 
ствяз тэ[нэл] = Г2 

НЭЛ = НЭЛ + 2 

RETURtJ 
Теnерь можно nеревести на язык сборки такие левые части: 

i 3 5,6 Lt ':1, 8 2. 

§ ~\~1 се~) eQ."' ... 
СКОБ;ЗАКР;УГР,4,2;СТВ,6;ПРОВ; 

1 3 5,6 ~ 9, ~0 11 g 2 
§~,~,С ео.) е 1 ect tv ••• 

а{ОБ;ЗАКР;УГР,4,2;СТБЯ,6;ЗАКР; 

Оnераторы ТЕFМ; и ТЕРМЯ; относятел к групnе о. Они nроекти-

руют главное вхождение nеремешюй терl'.ш. Их действие аналоrично 

действию оnераторов СИМ; и СИМfl;, однако они заnолшnот две стро

ки в тэ. 

та cдrr 

тэ[нэл] = rr 
rrc wот ск < rr) > qото та1 

ГI = ПАР(ГI) 
ТЕЕМI ТЭ [ НЭЛ+I] = ГI 

НЭЛ = НЭЛ + 2 

R~\\JRN 
ТЕаШ Сдr2 

ТЭ[НЭЛ+I] = Г2 
IF(NOT CК(r2))QOTO ТЕВМЯI 

r2 = ПАР(Г2) 
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ТЕРМЯI тэ[нэл] = I2 

НЭЛ = НЭЛ+2 
RE.\URN 

Теперь можно скомпилировать такую левую часть: 

.i ~А ;t , g 5,' 2. 

§ ~,~, t~ е~ 1:.~ fv ••• 

ТЕРМ;ТЕРМЯ;ЗАКР; 

А как быть, еали требуется сnроектировать nовторное вхож

дение терма? В этом случае можно исnользовать уже рассмотренные 

оnераторы СТВ,N; и СТВЯ,N;, поскольку информация, заносимая в 

ТЭ для терма ничем не отличается от информации, занос~~ой ддя 

выражения. 

ТЕРМ;СТВЯ,4;3АКР; 

Пользуясь рассмотренншли оnераторами мы уже можем скомпи

лировать левую часть любой сложности, лишь бы она не содержала 

открытых nеременных выражения. 

Наnример: 

~ 5 +.~ G H,i2. 5 i~,llf -\() 4 

~ ~ '~' ( ( е~ ) е l С е~ ') ) 
iS,~' Н,1& i9;2.o 24,2~ 22,2~ 

е~ tx -lx е~ -lx 
СКОБ;СКОБ;ЗАКР;УГР,6,4; 

СКОБff;ЗАКР;УГР,9,IIО;ЗАКР; 

УГР,4,2;СТВ,8;ТЕВМ;СТВ,I8; 

СИМЯ;СТВЯ,I8;3АКР 

Проектирование открытых nеременных выражения представляет 

собой несколько более сложную зад;э:чу, так как тут уже не удастся 
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обойтись nростым nоследовательным выnолнением оnераторов языка 

сборки. 

З.IО. Проектирование открытых вхождений nеременных 

выражения 

Чтобы обесnечить nроектирование открытых вхо~щений nере

менных выражения, интерnретатор исnользует так называемый стек 

переходов (СП). 

Стек nереходов nредставляет из себя одномерный массив, 

элементы I<оторого нумеруютел начиная с нуля: СП[О], СП[I], cn[2J, .. 
и т.д. Имеется nеременная ГП ("Глубина nерехода"), которая в nро

десое интерпретации языка сборки указывает на nервую свободную 

строку СП. Перед началом отождествления rп nрисваиваетсл значе

ние ;1. Каждая строка СП состоит из четырех nолей: ГI, I2, НЭЛ и 

СЧА (рис. З.II), nоэтому нам удобнее nредставллть СП в виде че

тырех массивов: СПГI, СПI2, СПНЭЛ и СПСЧА. Каждое из nолей ГI, 

I2 и СЧА должно вмещать nроиэвольный аргумент тиnа L , а nоле 
НЭЛ- nроизвольвый аргумент тиnа N • 

Дальше , в nро г раммах на язm<е оборки нам nонадобятсл следую-

щие сокращения: 

ЗПCП(LI,L2,N,L3) - заnись в СП, сокращение д,ля. 

cпrr[m1 =LI 
СПГ2[m] =t.2 

CllliЭЛ[m1 = N 
СПСЧА trп] =LЗ 
CЧCП(LI,\.2,W,L.З)- считывание из СП, сокращение для 

LI = cпrr(m] 

L2 = СПГ2[Ш] 

N = СШiэл[m] 
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~3 = СПСЧА(Ш] 
Теперь мы можем оnисать на лзыке звеньев подпрограмму НЕОТ, 

на которую передают управление оnераторы отождествления, когда 

проектирование терпит неудачу: 

НЕОТ IF( ГII EQ.. ,ej) QOTO RCQIМP 

ГП = Ш-I 

СЧСП(ГI,Г2,НЭЛ,СЧА) 

RET\JRN 

Отсюда вцдно, что последетвил nередачи управления на НЕОТ 

зависят от того, какая информация была ранее занесена в СП. В 

частности, в СП находител адрес того оператора, который будет 

работать nосле НЕОТ. Если в момент обращения к НЕОТ ~ равно ,0,

то управление nередается на nодrrрограмму RCG IMP , которая 
вызывает аварийный останов интерnретатора языка сборки: "отож

дествление невозможно". 

Теnерь маниnулируя с СП, мы можем организовать nроектиро

вание открытых вхождений nеременных. 

Открытое вхождение nеременной nроектируют оnераторы ПУД; 

("nодготовить удлинение") и УД; ("удлинение"). Эти оnераторы 

относятся к груnпе О и уnотребляются только совместно, 

в следующей комбинации: 

ПУД;УД;. 

Действие их nроще описать (и nрочитать!) на лзыке звеньев, 

чем nередать словами. 

Оnератор ПУД; заносит в СП текущие значения rr, Г2, НЭЛ и 
СЧА. Напоминаем, что в момент работы оnератора СЧА уже nродвинут 

на следуiСХЦИй оnератор, поэтому в СП окажется адрес оnератора УД;! 
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Затем ПУД; заполняет тэ[нэл] и тэ[НЭЛ+I] так, чтобы 
они соответствовали nустому выражению, продвигает СЧА на оnе

ратор, следующий за УД; и возвращает уnравление в эмулятор. 

Taкlli~ образом, дальше будет исnолняться не УД;, а следующий 

за ним оператор. 

Если один из nоследующих оnераторов передаст управление 

на НЕОТ, то НЕОТ восстановит ГI, Г2, НЭЛ и СЧА, в результате 

чего уnравление nоnадет в УД;. 

При каждом входе в УД;, этот оnератор так изменяет 

ТЭ[НЭЛ+I), чтобы к выражению,на которое указывают ТЭ[НЭЛ] и 

тэ(НЭЛ+I] добавился ОДИН терм сnрава. Если это возможно, УД; 

увеличивает глубину СП и возвращает уnравление в эмулятор, если 

же невозможно, УД; терnит неудачу, т.е. передает уnравление на 

НЕОТ. 

ПУД ЗПСП(ГI,I2,НЭЛ,СЧА) 

m = Ш+I 

тэ[нэл] = .0 
тэ[нэл+r] = rr 
НЭЛ = НЭЛ-t-2 

СЧА = СЧА+ t/МВ L. 

RETURN 
УД IF(TЭ[HЭЛ]t.IE f1 )~ТО Удi 

тэ[нэл] = сл(ГI) 

Удi rr = тэlНЭЛ+I] 
СДГI 

IF(WOT CK(I1))QOTO Уд2 

ГI = ПАР(ГI) 
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YJJ?. rn = Ш+I 

тэ[нэл+I] = rr 
НЭЛ = НЭЛ-t-2 

RE. 'ТURN 

Теперь можно скомпилировать такие левые части: 

i ~,.ч 5 ь.~ 2 

§ ~·v' е~ ~')С. е2. rv ". 

ПУД;УД;СИМ ;ЗАКР; 

1 3,4 5 f,,':/ ~ S,~IЭ 2 

~ ~·~' е1 ~-х е2. ~-х Q3 "-/ ... 

ПУД;УД;СИМ ;ПУД;УД;СТС ,5 ;ЗАКР; 

З.II. Передача управления с одноrо предложения 

на друrое 

Если в процессе проектирования какой-то оператор языка 

сборки потерпел неудачу, уnравление передается. либонанекоторый 

оператор УД;, либо на следующее рефал-предложение. Для управле

ния переходами с одноrо предложения на друrое используется опе

ратор УПЕР ,L; ("установка перехода"). 

Оператор УПЕР, l.; относится к rpynne L.. Он описывается на 

языке звеньев следующшd образом: 

УПЕР ЗПСП(ГI,I2,НЭЛ,L) 

rn = I'П+I 

RE. '\URN 
Простейmий способ употребления оператора УПЕР,~; состоит 

в следующем. Допустим, что нам нужно перевести на язык сборки 

функцию 'ruNt 1 ' которая содержит l1t предложений. Тоrда пере-
вод функции 'FUN С' можно сделать следующим образом: 
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r;'UNC: YПEP,LI; перевод предложения I 

L i: УПЕР ,L2; перевод предложения 2 

' . . . . . • 1 • ' 

Ltt-2.: УПЕР ,Ln·; перевод предложения n,. -I 

L tt -1. : перевод предложения t'V 

Но можно функцию '~U NC' перевести и другим способом: 

r:'UNC: УПЕР, l.д-I ;УПЕР .L~-2; ••• УПЕР ,LI ;перевод предложения I 

L~: перевод предложения 2 

.. "' ',. ' .... 
L. n.- 2. : перевод предложения vv-I 

L rt -1 : перевод предложения: yt, 

Второй способ перевода хуже, чем первый, ибо он зря забивает 

стек переходов. Кроме того, если отождествление получится уже 

в первом предложении, окажется, что оnераторы УПЕР,~-I; 

УПЕР ,Ltt-2; ••• УПЕР, 1.2; ВШIОЛНЯЛИСЬ зря. 

Оператор УПЕР,\..; дает возможность оптимизировать программы 

на языке сборки за счет объединения совпадающих частей различных 

предложений. 

Поясним сказанное на конкретном примере. Рассмотрим функцию, 

состоящую из двух предложений. 

t=": 

i- 3,4 ;r,З ь S" 2 

§ t '~' t-:x: е1 
j 3,4 У., 8 

§ ~' fТ ' ta. е 2 

УПЕР ,L.I; 

ТЕРМ; 

СИМЯ; 

ЗНАЧЯ,А; 

ЗАКР; 

• • • 

А ~-2 I'V • •• 

ь 5 2 

в ~-:с. I'V •• t 

Li: Tmi; 

С.ИМЯ; 

ЗНАЧЯ,В; 

ЗАКР; 

••• 
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Видно, что перевод обеих предложений; начинается операторами 

ТЕРМ;СИМЯ;. Следовательно, коrда управление nоnадает на второе 

nредложение, операторы ТЕР.М;СИМЯ; будут выnолняться зря, ибо 

будут nовторять ту работу, которую уже сделали операторы ТЕРМ; 

СИМЯ; в первом nредложении. Оnератор УПЕР ,L; nозволяет nровести 

оnтимизацию проrраммы на языке сборки. 

(:: ТВ; 

СИМЯ; 

YIIEP,LI; 

ЗНАЧЯ,А; L,I: ЗНАЧЯ,В; 

ЗАКР; ЗАКР; 

• • • • • • 

Оптимизированная проrрамма меньше по размерам и работает 

быстрее. ЕСли первое nредложение терnит неудачу, уnравление 

передается не на начало второrо nредложения, а nрямо в то место, 

с котороrо начинаются расхождения между предложениями. 

В общем случае оnтимизация nроизводится следующlli~ образом. 

Пусть нам дана функция, состоящая ИЗ rv nредложений. Пе

реведем каждое nредложение на язык сборки независимо. Ос5ознаЧlli~ 
• • 

через a.c:j } -тый оnератор языка сборки в переводе L. -ro 

nредложения. Затем nостроим уnорядоченное дерево с выделенным 

корнем О, изображенное на рис. 3.I2. Каждая дуrа дерева nоме

чена некоторым оnератором а. ~j 

Это дерево nоказывает, как должно nередаваться управление 

nри работе оnераторов отождествления. 

Если оnератор усnешно nроизвал nроектирование, то нужно 

по наnравлению соответствующей дуrи спуститься до ближайшего 

узла, а затем nерейти на самую левую дуrу выходящую,из этоrо 

узла. 
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Если оператор nотерnел неудачу, то нужно nодняться до бли

жайшего узла nротив направления соответствующей дуги, а затем 

перейти на ,цугу, выходящую из этого узла и следующую за дугой, 

по которой мы только что nришли. Если такой дуги нет, то сле

дует опять nодняться до ближайшего сверху узла и nроцесс nовто

ряется. 

Теnерь мы следующим образом nреобразуем дерево, изображен

ное на рис. 3.!2. 

Пусть из некоторого узла А выходят две дуги, намеченные 

одним и тем же оnератором OL, nричем между ними нет других 

дуг (рис. З.IЗ). Пусть эти дуги направлены в узлы в1 и в2 , к 

которым "nодвешены" nоддеревья х1 и Xz, изображенные треуголь

никами. 

Тогда, если оnератор CL не является оnератором ПУД; или 

УД;, мы можем слить два узла в1 и в2 в один узел В, к которому 

nодвешены nоддеревья х1 и xz без нарушения взаимного nорядка, 
т. е. сначала идут дуги, nринадлежащие х1 , а nотом - дуrи, nринад

лежащие х2 . 

Будем nрименять описанное nреобразование до тех пор, пока 
5 

это возможно. Полученное дерево теnерь нужно nревратитЬУiiрограм-

му на языке сборки, надлежащим образом расставив метки и оnера

торы УПЕР,\..;. 

Пусть из некоторого узла А выходит ~ дуг, которые направ

лены в узлы в1 ,в2 ••• ,Bn,o Каждая дуга АВ L помечена оnератором 

~t , а к каждому узлу В L nодвешено поддерево Xt,. 

Тогда nеревод nоддерева, с корнем в узле А выr~т сле

дующим об раз ом: 
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YПEP,LI;8J; перевод поддерева х1 
LI:YПEP,L2;&2; перевод поддерева Xz 
. . • • 

L~-2.'УПЕР ,hn.-I; ~n-i; перевод поддерева Xn.-i 

L rt-- ~ : 5 tt ; перевод поддерева Х n, 

В частности, при t'tJ = I, эта конструкция вырождается в 

-8 i ; перевод поддерева х1 • 
При описании оптимизации мы сделали важную оговорку, касаю

щуюс.я оnераторов ПУД; и УД;. Их объединять нельзя, nоскольку 

на них могут nередать управление операторы, идущие вслед за ни

ми. К этому вопросу мы еще вернемел в n. З.I2. 

З.I2. Оператор KYд,t.J i. 

Оператор КУД,~; относител к группе N • Он имеет следующее 
описание на языке звеньев: 

КУд rn = m -w 
REIURtV 

Чтобы понять его назначение, рассмотрим следующий nplli~ep: 

j 3,lt 5 ,,;z ~ 9,10 2.. 

§ ~' ~' е.1 _,.. е2. *" е~ rv ••. 

ПУД;УД;ЗНАЧ,+;ПУД;УД;ЗНАЧ,*;ЗАКР; 

Пусть ведущая область конкретизации имеет вид: 

k \~· ,+ ..... -r :__·. ~ ..L 
-у 

rv PG\~ 
Как будет происходить отождествление? Сначала е i примет 

значение "nусто", а символ+ в левой части спроектируетс.я на 

первый + в ведущей области конкретизации. Затем е2. будет уДJШ

няться h, -I раз в поисках си.\Шола *· Когда дальнейшее уДJШ
нение е2 станет невозможно, удлинител ej. , после чего е, 
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будет удлиняться t1, -2 раз и т .д. Кода удлинение е1 станет 

невозможно, все предложение терпит неудачу. 

На рис. З.I5 изображена схема переходов между опараторами. 

Стрелки,вых:о.цящие из операторов горизонтально, показывают, куда 

происходит переход в случае успеха, а выходящие вертш<ально -

куда происходит переход в случае неудачи. 

Очевидно, что второй оператор УД; проработает 

( rt, - I) + ( tv -2) + • • • + I = n, < У\.. -I) раз, а первый УД; 
2 

будет работать n,.. раз. Поэтому общий объем работы можно оценить 

I<ак rv I YV2. 
2 

Между тем, совершенно очевидно, что если выражение не со-

держит символ *• то и любая его часть не содержит *· Следователь
но, удлинять ei нет смысла. Поэтому, ec;m второй УД; терпит не

удачу, то можно сразу же объявить, что все предложение терпит 

неудачу. 

Оператор КУД,N; позволяет выразить это на языке сборки следу-

щим об раз ом: 

ПУД;УД;ЗНАЧ,+;КУД,I; 

ПУД;УД;ЗНА Ч.-*-;ЗАКР; 

Получается схема переходов, изображенная на рис. З.I6. 

Теnерь первый УД; не будет исполняться ни разу, а второй 

УД; проработает только ~-I раз. Таким образом, объем работы 

можно оцеiШть как tt.. Оптимизированная прогршt"ЛВ. работает при
метро в l.npaз быстрее. При rt=20 скорость работы возрастает 

2 
на порядок. 

Усложним пример. Пусть теперь функция '~' содержит два 
nредложения. 
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е~+ е 2 ~ е3 ""··· 

е-1 4- е2 А е3 IV ••• 

К каждому из этих предложений приманимы рассуждения из пре

дыдущего примера. Однако, теперь возможна дополнительная опти

мизация, за счет объединения операторов из различных левых час

тей. Легrш видеть, что перевод и первого и второго предложения 

начинается с операторов 

ПУД;УД;ЗНАЧ,+;КУД,I; 

Эта группа операторов либо находит +, либо вся в целом тер

пит неудачу, Если + наЙден, то последующие операторы, в случае 

неудачи, не возвращаются на УД; а сразу переходят на следующее 

предложение. Поэтому вся групnа 

ПУД;УД;ЗНАЧ,+;КУД,I; 

в целом обладает такими же свойствами, как"обычные" операторы 

вроде СИМ; ТЕIМ; и т.д. Ее можно рассматривать как "составной 

оператор" языка сборки. 

Если рассматривать групnу ПУД; УД; как "левую скобку", а 

оператор КУД,I; как "правую скобку", то последова~ельность опе

раторов отождествления можно рассматривать как "выражеiШе", ко

торое представляет собой последовательность "термов", где каЖД;Iй 

"терм" это либо оператор, отличный от операторов IIYД;, УД; и 

КУД,I;, либо снова "выражеiШе" заключенное в"скобки" ПУД;,УД; и 

КУД, I;. 

Теперь видно, как усовершенствовать алгоритм оптv.u\Шзации, 

описанный в п. З.II. Раньше он не мог объединять оnераторы IIYД;, 

УД;, поскольку кахщая. дуга дерева бwra помечена одни.\1. операто

ром. Однако, можно слегка изменить де рев о, чтобы КЭЛJ(ая Щ{Га 

была помечена "термом" в описанном выше смысле. Т.е. последова-

тельность дуг 
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ПУД; УД; ЗНАЧ,+; I{УД, I; 

мы заменим на о:щrу дугу, помечешrую "составным оператором". 

Теперь можно объединять дуги с одинаковыми пометками без ог

раничений. 

Рассматриваемый пример следующим образом переведется на язык 

сборки: 

~: ПУД;УД;ЗНАЧ,+;КУД,I;УПЕР,LI; 

ПУД;УД;ЗНАЧ,*;ЗАКР; 

LI:ПУД;УД;ЗНАЧ,А;ЗАКР; 

З.IЗ. Операторы nреобразования поля зрения. 

До сих пор рассматривались операторы отождествления. Их 

отличительной чертой бЫло то, что они не изменяли поле зрения, 

а только анализировали ero, накаnливая информацию в таблице 

элементов. 

Начиная с этого раздела, рассматриваются операторы преоб

разования.Они ничего не анализируют в поле зрения, но зато пре

образуют его, используя адреса, накопленНЬiе в таблице элементов. 

В то время как операторы отождествления исnользовались nри 

компиляции левой части рефал-nредложения, операторы преобразова

ния используются nри комnиляции ero nравой части. 

Все операции, nроводдмые оnераторами nреобразования над 

nолем зрения, сводятся к тому, чтобы некоторый участок nоля 

зрения либо породить, либо скоnировать, либо nереставить в дру

гое место, либо уничтожить. 

Хотя все указанные преобразования nроизводятся над полем 

зрения, мы можем, ддя наглядности, представлятъ себе дело так, 
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будто преобразуется: не nоле зрения, а некоторое выражение, 

содержащее свободные переменныв, I<оторое мы будем называть 

"объектом". Сначала объект совnадает с левой частью рефал-предло

lхения:, затем, подвергаясь преобразован.ия:м.,он постепенно nepexo

.~lT в правую часть соответствующего рефал-nредложения. Эту пра

вую часть мы будем называть "целью". 

Такой подход оправдан в том смысле, что преобразования, 

nроизводимые над объектом изображают в "алгебраическом" виде 

соответствующие оnерации над полем зрения:. Поэтому в дальней

шем мы будем говорить о перестановке, копировании и уничтожении 

свободных переменных, хотя: в действительности все эти операции 

интерпретатор языка сборки будет nроделывать над их значениями. 

З.I4. Роль переменной r в процессе замены. 

Перед началом замены ведущей области конкретизации объект 

полностью совпадает с левой частью рефал-предложения. В про

цессе замены объект проходит ряд промежуточных состояний, посте

пенно преобразуясь. В конце замены он должен полностью совпасть 

с правой частью предложения. 

В каждый момент замены число элементарных nреобраэований, 

имеющихся в нашем распоряжении, сравнительно невелико. Все 

они сводятся: к создрнию, копированию, перестановке или уничто

жению элементов. Но зато уж очень велик произвол в их пр~~енении. 

Один и тот же объект можно преобразовать в заданную цель, исполь

зуя самые различные последовательности преобразований. 

Если nредставить ко~шmлятору полную свободу в выборе nрео6-

разований, будет очень трудно различать, какое прео6разование 

nриближает объект к цели, какое удаляет от нее. Поэтому желате~ьно 
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наложить на прlliV1еняемые. nреобразовани.я такое ограничение, чтобы 

каждое применеиное преобразование заведомо хоть на сколько-то 

приближало нас к цели. 

Ограничение, которое мы наложим, будет заключаться в следукr

щем, Мы nотребуем, чтобы в любой момент замены в объекте можно 

было уi<азать положение некоторой границы, обладающей следующими 

свойствами. 

Та часть объекта, которая стоит слева от границы, доJnкна 

полностью соnладать с левым концом цели. Эта часть объекта в 

процессе преобразовани.я уже не меняется. Та часть объекта, кото

рая находится справа от границы, еще не совпадает с целью, и 

будет преобразовываться. 

Каждое элементарное преобразование должно nродDигать грани

цу хотя бы на один элемент вправо. Это гарантирует нам "сходи

мость" процесса, ибо если цель содержит VV элементов, nроцесс 

преобразования потребует не более чем n, элементарных преобра

зований. 

Переменная r ("граница"), как раз и играет роль такой раз
граничительной черты. Она всегда установлена на nравый конец 

того элемента объекта, которым заканчивается часть объекта, сов

падающая с целью (рис. З.I?). 

Поясним высказаннае положения конкретным примаром, в кото

ром, чтобы отвлечься от несущественных деталей, элементы объекта 

и цели ~т обозначаться латинскими буквами. 

Пусть нам дан объект 

ct ~ с ot е ~ 
который нужно иреобразовать в цель 

f g е а, 
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На рис. З.I8 nоказан один из возможных сnособов nроделать это 

nреобразование. 

Видно, что в самом начале nреобразования граница находит

ся nеред самым nервым элементом объекта, ибо цель начинается 

с f , а объект с а. , т. е • уже nервые элементы не совnадают, 
Первое nреобразование заключается в том, что мы nервставляем r 
в начало объекта, что можно истолковать и как nеремену местами 

смежных строк ~ ~ с J е и ~ • После этого у объекта и 
цели совпали nервые элементы и граница сдвиrается вправо на 

один элемент. Затем, мы первставляем участок ~С, вставляя его 
перед границей (меняем местами G\... и ~С). Теnерь с целью сов
пали целых четыре элемента у ~С С(, , поэтому nродвигаем грани
цу на целых три элемента. Теперь вся цель совпала с левым кон

цом объекта, поэтому последнее преобразование заключается в том, 

что мы уничтожаем лишние элементы cLe , nосле чеrо объект 
nолностью совпадает с целью. 

З.I5. Сnисок свободной памяти. 

В ка1~й момент работы интерпретатора языка сборки все 

звенья, не использованные в поле зрения, связаны в список, на

зываемый списком свободной памяти (ССП). 

Когда требуется вставить новые звенья в поле зрения, они 

берутся из ССП. Когда требуется убрать какие-то звенья из nоля 

зрения, они присоединяются к ОСП. 

Список свободных звеньев (рис. З.I9) организован как сим

метричесitий сnисок. Каждое звено, входящее в ССП, в поле ПР содер

жит ссылку на предшествуnцее звено, а в nоле ел - на следующее. 
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Исключением являются только первое и последнее звено ССП. Для 

первого звена значение поля: ПР не определено. Последнее звено 

в поле ел содержит нуль, что служит признаком нонца ССП. Значе

ние поля КОД для всех звеньев, входящих в ССП, не определено. 

Переменнан АНС исnользуется в интерпретаторе языка сборки 

дШI того, чтобы постоянно указывать на начальное звено ССП. 

Выборка звеньев из ССП произвоДiiтся посреда:твом "макрокоманды" 

всв. 

ВСВ - выборка свободного звена, сокращение для 

АНС = СЛ(АНС) 
IF(AНC EQ. k?)GQTO rL\.E. 

где: ~LLE - вход в поддрограмму, которая вызывает аварийный 

останов интерпретатора"свободна.я память исчерпана". 

В дальнейшем,при описании операторов преобразавания, нам 

понадобятся следующие сокращения. 

СШИВ(Х,У) - сшить список, сокращение для 

PI = Х 
Р2 = '{ 

СЛ(РI) = Р2 
ПР(Р2) = PI 

где: PI и Р2 - рабочие переменныв. СШИВ можно истолковывать и 

как замкнутую подnрограмму, в которой па!)а!\1етры вызываются по 

значению. 

СВffЗ(Х,У) - связать пару скобок, сокращение для: 

PI = Х 

Р2 =у 

П(РI) = ПСКЛ 

П(Р2) = ПСКП 

ПАР(РI) = Р2 

ПАР(Р2) = PI 
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где ПСКЛ и ПСКП - значения nоля П, которые соответствуют левой 

и правой скобке. 

З.Iб. Порождение объектных выражений. 

В этом разделе рассматриваются операторы, которые позволяют 

породить и вставить в поле зрения nроизвольное объектное выраже

ние. 

Оnератор NS, 5; относится к груnпе S • Он вставJШет новЬIЙ 

символ S в поле зрения следующим образом. Сначала r/5,5; берет 

одно звено из списка свободной nамяти, затем заносит S в nоле 

КОД этого звена и вставляет это звено в nоле зрения сразу вслед 

за тем звеном, на которое указывает r, nосле чего r устанавливает
ся на вставленное звено. 

N5 КОД(АНС) =о 

l~INK ПРК = СЛ(Г) 
СШИВ ( r, АНС) 
Г= АНС 

в св 

СШИВ(Г ,ПРК) 

RETVRN 
Оператор BL.; относится к группе О.Он вставляет в поле .зре

ния левую скобку после r, затем r передвигается на эту скобку. 
Оnератор BR; относится к групnе О. Действует он так же как 

В l.. ; , но вставляет в поле зрения не левую, а правую скобку. 
Каждая скобка в nоле зрения должна содержать в nоле ПАР 

ссылку на парную скобку. 06 этом обязаны nозаботиться оnераторы 

BL ; и BR;. 

Для связывания nарных скобок исnользуется следуюЩИЙ метод. 

Все неуравновешенные левые скобки, для которых в nоле зрения. 

еще не встав.леНЪt nарные nравые скобки, 
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связываются в однонаправленный список (рис.З.20). Ддя этого 

используются nоля ПАР в этих скобках. В nеременной АСК nосто

янно хранится адрес начала этого сnиска. 

Когда в поле зрения вставляется левая скобка, она присоеди

няется к сnиску левых скобок. Когда вставляется новая правая ско

бка, то из сnиска левых скобок убирается одна левая скобка, ко

торая связывается с вставляемой правой скобкой. 

Оnисанный метод связывания скобок лучше, чем тот, который 

исnользовался в рафал-интерпретаторе [26, 27) , поскольку не 
расходуется допоJШительная память под стек и не накладывается 

никаких ограничений на глубину вложенности скобок. 

Описание BL ; и BR; на язЬIКе звеньев использует метку 

ILINK , определенную в описании оператора WS , S;. 
BL. ПАР(АНС) = АСК 

АСК = АНС 

(iOTO IhiNK 

BR СЛСК = ПАР(АСК) 

СВЯЗ(АСК ,АНС) 

АСК = СЛСК 

QOTO Il.INK 

С помощью операторов N~, S ; , В\.; и BR; мы можем по рождать 

любые объектные выражения. Например выражение: 

А (В() )С 

порождается последовательностью операторов 

N~,A·, Bl; N~)~~ В\..', BR', BR·, N~~ct 

З.I7. Копирование свободных переменных. 

Оnератор М \JL 5 ,N; относится к груnпе N. Он коnирует 

("размножает") значение переменной символа, которой соответствует 
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строка N в табдице элементов. Копия значения nеременной вставля
ется сразу nосле r, затем r передвигается на вставленное звено. 

MULS КОД(АНС) = КОД(ТЭ [N]) 

CiOTO ! L.!. t.J К 

Оператор MULE ,r.J; относится к груnпе N. Он работает 

аналогично оператору MULS,~;, однако, предназначен для 

копировашш значений nеременных выражения и терма. При этом, в 

тэ[tJ-I] находится адрес начала коnируемоrо выражения, а в ТЭ [W] 
- адрес его КОiща. 

MU~E IF( TЭ(tJ-I] EQ. /а) RE\U~N 

АСТ = TЭltJ-I] 

ПРI< = СЛ(Г) 

СШИВ(Г,АНС) 

ЦОТО M\JLEZ 

MUlaEi АСТ = СЛ(АСТ) 

MULt:2 Г= АНС 
в св 

IЬ'(СК(АСТ) )QOTO MULE4 

КОД(Г) = КОД(АСТ) 

MUl..E3 IF(ACT WE ТЭ[N])QОТО MUL'Ei 
СШИВ(Г ,ПРК) 

RE1'URN 

ИULE4 IF(CIOI(ACT) )QOTO MUlE5 

ПАР(Г) = АСК 

АСК =Г 

qото MULE.i 
MU~ES слск = ПАР(АСК) 

СВЯЗ(АСК,Г) 

АСК = СЛСК 

qото t-\ ULE 5 
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3.!8. Перестановка участков объекта. 

Оператор TPL, N,M; относится х группе tJ~ • Он производит 

перестановку ("трансплантацию") участка объекта в другое место 

(рис. 3.2I). 

ПредставляеМЬiй участок называется "трансплантантом". Нача

ло и I<онец трансплантанта задаются с помощью аргументов N и М. 

ТЭ[N] указывает на звено, предшествующее первому звену транс

плантанта, а тэ[м1 указъmает на последнее звено трансплантанта. 

Если ТЭ[N] равно тэ[м], счихается, что трансплантаит nуст. 

Трансnлантаит удаляется из nоля зрения и вставляется на 

новое место, сразу после r, после чего r передвигается на правьtй 
конец трансплантанта. 

TPL. IЬ'(ТЭ[N] m ТЭ(М]) REIURN 
ПРI\ = СЛ( ТЭ [ N]) 

СШИВ(ТЭ[N], СЛ(ТЭ[М])) 

СШИВ(ТЭU~], СЛ(Г)) 

СШИВ( Г ,ПРК) 

r = тэ[м1 
Rel\JRЫ 

В тех случаях, когда трансплантаит состоит только из 

o~Ioro элеманта, удобнее использовать оnераторы 

и ТРLЕ, W;, которые относятся к rруппе N. 
Оnератор rrP~S.N; приманим в тех случаях, 

TP~S,tl; 

коrдр. транс-

плантаит является символом, скобкой или переменной символа. 

TPLCI:> СШИВ(ПР(ТЭСNJ), СЛ(ТЭ [N])) 

СШИВ(ТЭ [N] ,СЛ(Г)) 

СШИВ( Г, ТЭ [W]) 
Г= TЭ(NJ 
RE'Т\1RN 
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Оператор '1'P~E,N; применим в тех случаях, коrда трансплан

таит является переменной выражения или терма. 

ТР!.Е IF(TЭ{tJ-I] EQ 0) RETURN 

СШИВ(ПР(ТЭ[N-I]) ,СЛ(ТЭ[N] ) ) 

СШИВ(ТЭ(N] ,СЛ(Г)) 

СШИВ( Г, TЭ[N-I]) 

r = тэ[NJ 
RE'\U~N 

З.I9. Удаление участков объекта. 

Оnератор оuт.~; относитоя к rpyпne N, Он уничтожает учао

ток объекта, который начинается после r и заканчv~ается звеном, 
на которое указывает тэ[tJ] Граница r остается на месте. 

our IF(Г EQ ТЭ[N]) ((~I'URN 

ПРК = СЛ( ТЭ [~]) 

СШИВ(ТЭ[ t.J],AНC) 

АНС = СЛ(Г) 
СШИВ( Г ,ПРК) 

RE'l'U RN 
Этот оnератор можно многократно исnользовать во время 

замены. Однако, компилятор о рефала npeдnotmxaeт Olrr,N; в 

середине nреобразования объекта в цель не исnользовать. Преобразо

вание организовано так, что ненужные учаотitИ nостеnенно оттесня

ютоя в nравый ~онец объекта, откуда они удаляются в самом конце 

преобразования объекта в цель. Это хорошо видно в nримере, который 

разобран в п •. 3.!4. 
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3.20. Принудительнов продвижение rраницы. 

Все рассмотренные до сих пор операторы преобразования не

I<оторым образом продвигали границу r вправо. Обычно по.цучается 
так, что каждый оператор продвигает Г как раз в ту позицию, ко

торая требуется, чтобы nрименить следующий оператор. Однако, в 

некоторых случаях требуемое nоложение граю,щ не совnадает с тем, 

в которое она была установлена nоследним оператором. 

Оnератор Yr,N; относится к груnпеN. Он загружает в пере

менную r адрес, хранящийся в ТЭ [N] 
Yr r = ТЭ[N] 

REtfU~N 

3.2I. Пример преобразования объекта в цель. 

Теперь мы можем вернуться к nримеру преобразования объекта 

в цель, рассмотренному в n. 3.!4. Подставим вместо букв а., ~.c,d.., 
е,~ конкретные элементы ~~,А, В, (,), tx , которым nрисвоим 
номера 3, 4, 5, 6, 7 и 9. Таким образом, теnерь мы имеем: 

э 4 s 6~ f.9 
объект: ~~ А 5 ( ) -t-x: 
цель: i:x: А В ~l 
Легко убедиться, что требуемое прео6разование nроделает 

следующая последовательность оnераторов: 

TPLE,9; TPL,3,5; УГ,3;0UТ,?;. 

3.22. Проблема nустых выражений. 

Пусть нам дан объект ( eJ)X и цель () ei. Очевидно, что 

преобразование объекта в цель можно выполнить следующим образом: 

3 5,6 ~ ":7 3 4 5,6 :'/ 3 4 S,6 

(е~) х ..... С ) ei Х ~ ( ) е~ 
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Этим преобразованиям соответствует следующая программа на 

языке сборки: 

УГ ,З;ТР L.~, 4;УГ, 6;0UT, 7;. 
Если значение e.i.- непустое, эта программа работает пра

вильно, А что получится, если е~- пустое? 

Тогда, как МЬI договорились еще в п.З.9, вместо адреса кон

ца выражения в ТЭ будет занесен адрес конца предшествуrацего 

элемента, а вместо адреса начала - нуль. Такое со rлашение обес

печивает правильную работу оnераторов Yr,N; и TPL,tJ ,М; ибо их 

аргументами всегда являются номера nравых концов элементов. К 

сожалению, когда мы начинаем переставлать элементы, среди которых 

есть выражения с пустыми значениями, это соrлашение может нару

шиться. 

В нашем конкретном случае пустота ei приведет к тому, что 

в ТЭ[5] будет нуль, а в ТЭ[6} тот же адрес, что в тэ[з]. После 
применения оnераторов УГ,З; TP~S.4; значения тэ[5} и тэ[6] ос
таются nр ежиими, поэтому выходит, будто е1 осталось на старом 

месте, nосле левой скобки. Оператор УГ,6; установит границу на 

левую скобку, вместо того, чтобы установить ее на правую. Следо

вательно, OUT,?; уничтожит элементы ) Х, в результате чего в 

поле зрения останется последовательность элементов. 

с ei 
где левая скобка ссылается на список свободной памяти. 

Таким образом, следует особо позаботиться, чтобы в процессе 

преобразования nоля зрения не нарушалось соглашение, принято е 

для пустых выражений. Этого можно добиться, если в подходдщие мо

менты времени "подправлять "адреса, хранящиеся в ТЭ. 

Оnератор CORA,N ,М; относится к группе NW • Он предназначен 
для коррекции nравого конца выражения, в том случае, если это 

выражение пустое. 
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CORA IЕ(Тэ[м-I1 r/E ~ RErrURN' 
тэ[м] = тэ [N] 
RE'fU{<N 

Таким образом, если выражение с номером М- пустое, адре

сом его правого конца становится адРес, хранящийся в ТЭ [N] 
Оператор CORAO,~; относител к груnпе~. Он пре~Iазначен 

для коррекции адреса правого коiЩа выражения в том случае, если 

гранiЩа Г установлена на правый r<онец преДillествующеrо элемента. 

CORAO IF(TЭ[N -I] NE .0) RE'fURN 

тэ [N] = Г 

RE:1'U RN 
Теперь,пользулсь оператором CORA,N,M; мы можем дать правиль

ный перевод на язык сборки для рассматриваемого примера: 

YГ,3;TPLS ,4;CORA,4,6;YГ,6;0UT, ?; • 

Рассмотрим другой пример, в котором потребуется оператор 

CORAO,N;. 

3 ~.) 6 3 ц,s ' 3 ч.s-

х е1 '< ~....- х А ej У _.....х А е1 
л ,3; N~.A;coRAo, 5 ;УГ, 5; аvт, 6; 

Здесь символу А не соответствуют какие-либо строки в ТЭ, ибо 

он порождается оператором NS ,А;. Но это не беда, ибо ново
созданный символ сразу же оказывается слева от границы r и в даль
нейших иреобразованиям не участвует. 

Небольтое усложнение возникает, если нужно скорректировать 

адрес коiЩа у переменной выражения, которой преДillествует другая 

nеременная выражения. 

s "''~ ,,У. &,9 ~е 3 ч,~ ,,У. 8,9 10 3 t,,) '·~ 8,9 

)( ei е 2 е 3 У~х д ei е2 е3 У--х А е~ е, е~ 
УГ ,3; N S,A;CORA0,5;CORA, 5, ?;CORA,?' 9; 

УГ, 9;М ,I0;. 
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В этом случае, коррекция адресов сначала производится для 

предшествующей перемеiшой выражеюш. 

Сформулируем общий принцип, согласно которо~~ следует встав

лять операторы CORA,W,M; и CORAO,N; в текстна языке сборки. 

Коррекцию адреса для некоторого вхождения переменной выра

жения производится, если непосредственно предшествующий элемент 

заменился на другой элемент, либо была произведена коррекция ад

реса для непосредственно предшествующего элемента. Если коррекцию 

адреса требуется произвести для дl!Jyx элементов, то она делается 

прежде для того элемента, который стоит левее. Коррекция адреса 

производится только для тех элементов, которые стоят справа от 

границы r. 
Например, рассмотрим преобразование 

3 4,5' f:J,Y. '8,З 

А. € ~ е2. е3 ~ 
3 6,?- "· ~ s ,.9 

А е.2. е~ е3 

YГ,З;TPLE,?;CORA0,5;CORA,5,9;. 

Здесь, после применения оператора ТР~,?; изменился предшествую

щий элемент сразу у трех элементов: е.1 ) е2. и e?J. Для е2. коррек

цию адреса производить не нужно, ибо е2 стоит слева от Г. Для 

е1 и Q3 коррекцию адреса делать нужно. Поскольку e.i. стоит 
левее, делаем коррекцию для е.1 • Теперь д,ля е3 нужно делать кор
рекцию сразу по двум причинам: изменился предшествующий элемент, 

и сделана коррекция адреса для предшествующего элемента. 

Если механически пользоваться сформулированным принципом, то 

коррекцию адресов придется делать чуть ли не nосле каждого пре

образования поля зрения. Однако, если учесть, какие строки в 

ТЭ nонадобятся в дальнейшем, а какие - нет, можно удалить из про

граммы на языке сборки избыточные операторы CORA,N',M; и CORAO,~;, 

резко сократив их количество. 
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Будем говорить, что ТЭ [m 1 используется в операторе языка 
соорi<и, если этот оnератор имеет следующий вид: Yr ,tn;, TPl..,W',n.;, 

TP\.,,t'V,m;, OUT ,m.; или CORA,W\ ,V\.;, где YV - произвольнее число. 

Оnератор CORA,t\,,n'\.; (СОRАО,М. ;) можно удалить в одном из 

следующих случаев. 

I. ЕсJШ в оnераторах, следующих за CORA,n.,m.; (CORAO,m;) 

не исnользуется TЭ[Wt], то этот оnератор можно удалить. 

2. Если в оnераторах, заключенных между CORA,n,nt; 

(CORAO,rY\..;) и CORA,n.',m..; или СОRАО,м..; не используется ТЭ[м], 

то nервый из этих оnераторов можно удалить. 

Алгоритм оптимизации заключается в том, что мы nросматриваем 

nрограмму на языке сборки от конца к началу до оnератора 

CORA,nt,wt; ИJШ CORAO,rn,; и пытаемая исключить этот оператор. 

Затем просмотр продолжается. 

3.23. Представление конкретизационных скобок в поле зрения. 

Согласно формальному описанию языка рефал, в начале каждого 

шага рефал-машина должна nросматривать поле зрения в поисках ве

дущего знака конкретизации i . Ясно, что время: такого ассоциатив-
ного поиска nропорционально размерам поля зрения, и при реализа

ции рефала лучше nостараться без неrо обойтись. 

К счастью, можно придумать такое nредставление для. l и .1.. , 

что время поиска ведущей области конкретизации не будет зависеть 

от размеров поля зрения. Достигается это следукхцим образом. 

Для знаков t , входR:щих в поле зрения, можно ввести отно-

шение линейного порядка, которое мы будем называть отношением 

старшинства. 
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Самым младшим мы объявим ведущий знак t . Следующим по 
старшинству будет тот знак {t , который станет ведущим, если 
удалить из поля зрения ведущий знак i вместе с nарной к нему 
точкой .1. • Продолжая этот nроцесс, распределим по старшинству 

все знаки конкретизации. 

Таким образом, все знаки -k, находящиеся в поле зрения, 
можно связать в однонаnравленный список так, чтобы каждый знак 

! содержал ссЬI.ЛКу на следующий за ним по старшинству. Наnример: 
,--=;::>~~ 
.ft'д' вв ~'в' (XY).l. ~ 1 t'(vx) ~':D'.1.1 BJ.. 

Этот сnисок можно nредставить в машине по-разному. 

В рефал-интерпретаторе [ 26,2? J каждый знак k представлял
ся с помощью двух звеньев (рис. 3.22). Первое звено в nоле ПАР 

содержало ссылку на следующий по старшинству знак t , а второе 
звено - ссылку на nарную точку J. • Точка nредставлялась в виде 

одного звена и содержала ссылку на nарный знак ~. Звено, еле~ 
щее за знаком ~, содержало в nоле ПАР адрес начала некоторой 
фунiЩИИ '(4' • Таким образом, nод l , .1.. и ' F 1 расходовалось 
4 звена. 

Во время замены ведущей области конкретизации в поле зрения 

могут вставляться новые знаки ~ • В этот момент их нужно с разу 
же связывать в однонаправленный список. Поскольку во время заме

ны мы знаем адреса всех вставляемых знаков t , мы можем связать 
их в сnисок за время, которое зависит лишь от вида nравой части 

nредложения, но не от значений свободных nеременных. 

К сожалению, сnисок, в который связаны знаки .ft , имеет за
путанную структуру. Каждый знак ~ может ссылаться как вперед, 
т. е. на знак i , стоящий nосле него, так и назад, на знак ~ , 

стоЯЩИЙ перед н~~. Поэтому, в рефал-интерпретаторе [26,27] ис
nользовалсл довольно сложный ВJil'оритм связывания знW<ов it. , для 



-II8-

которого требовался стек. 

А что получится, если рассмотреть отношение очередцости 

не для знаков ~ , а для точек J.. ? Будем считать, что точки 
упорядочены так же, как упорядочены парные к ним знаки &, . 

Легко доказать, что для любых ЩJух точек J.. , стоящих 

в поле зрения, старшей является та точка, которая стоит правее. 

Действительно, рассмотрим любые две ооласти конкретизации. То

гда они либо не перекрываются 

~~.L 
либо одна из них вложена в друrую 

r~.c: 
И в том и в ,другом случае более nравая точка соответствует стар-

шему знаку &, • 
Таким образом, оказывается, что мы получим более простую 

картину, если свяжем в однонаnравленный список не знаки t , 
а точки ..L. • Например: 

1•д' вв k'&' (XY).l. k'e'(YX) ~':n' ..L-1- 8.1. 
Следующее улучшение заключается в том, чтобн снизить расход 

памяти на хранение ~ ' ,.l. и • r' в ЩJа раза: с четырех звень-
ев до дl3ух. Мы можем сделать это, заметив, что за nределами веду

щей области конкретизации можно временно нарушить "nравильнооть" 

сnиска, ибо некоторые ссылки являютоя избыточными. 

Действительно, имея адрес точки J. , мы можем найти по 

содержимому поля ПАР парный знак ~ • Если отказаться от требо
вания, чтобы знак -l ссылался на парную точку, у нас освобо
дится поле ПАР в знаке iL , и мы можем поместить в него ссылку 
на фуmщию 'F 1 • 

Аналогично, имея адрес точки .l. , мы можем найти звено, 

следующее за ней, и в поле ПР этого звена поместить ссылку на 
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следующvю точку (рис. 3.23). 

Перед началом очередного шага ведущие ~ и ..1- превращают
ся в обычные структурные скобки. При этом в nоле ПАР звена, изо

бражающего i._ и в nоле ПР звена, следуrацего за ..L nомещаются 
ссылки на ..L • Тем самым, "правильность" сnиска восстанавливается. 

3.24. Порождение конкретизационных скобок. 

Конкретизационные скобки nорождаются в два nриема. Сначала 

в поле зрения вставляются структурные скобки, а затем они акти

визируются, т.е. nрев.ращаются в конкретизацион:ные скобки. 

Оnератор АКТО,L; относится к групnе L . В момент применения 
этого оператора r должна быть установлена на некоторую nравую 
структурную скобку. Действие оператора выглядит так, как будто 

правая структурная скобка превращается в точку ..1.. , парная к ней 

левая сr<обка - в знак ~ ,а после знака ~ вставляется символ 
- метка \L' . 

Так, наnример, выражение 

можно nородить с помощью операторов: 

BL) N5,A·, BL.a, NS>B·, BQ~ дК1"0,~·, N~>C ·, BR) АК'ТО> ~; 

Оnератор АКТ ,W .~; относится к группе N L • Он работает ана
логично оператору АКТО,L;, но активизирует правую скобку, адрес 

которой содержится в ТЭ[ N]. 

Так,наnример, предложение: 

J. 2 
§ i'F' tV ~'ALPHA' ~'ВЕТА' .l!. 

моЖЕDследующим образом перевести на язык сборки: 

ПРОВ;УГ,I;ВL;ВR;АКТО,ВЕТА; 

АКТ ,2 ,А\.РНА;Е~Т; 
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Последний оператор EST; будет описан в п. 3.25. 

Длл того, чтобы связывать точки ~ в список, используются 

переменные ПРЕJIТ и CЛFJcr. Перед началом очередного шага в пере

мвиную елЕJIТ загружается адрес точки, следующей за ведущей. Пе

ременная ПРЕдТ содержит адрес точки, которая является предыду

щей по отношению к точке; активизируемой в данный момент. 

Возникает вопрос, какой адрес должна содержать ПР.IЩТ в мо

мент ш<т~mизации самой первой точки? Ве,цр у нее нет предществую

щей точки! Чтобы преодолеть это затруднение, интерпретатор язы

ка сборки использует два особых звена: КВЗТ ( "квазиточка") и 

ешmзт ("следующее за КВЗТ''). В поле ел звена КВЗТ постоянно хра

нится адрес звена елквзт. Перед началом шага в переменную поел 

загружается адрес звена КВЗТ. 

АКТО ПАР(ПАР(Г)) = L 

ПР(еЛ(ПРЕдХ)) = r 
ПРЕДТ = Г 

RE'\UQ.tJ 

АКТ ПАР(ПАР(ТЭСN1)) = L 

ПР(еЛ(ПРЩД!)) = ТЭ(N] 
ПРЕДТ = r 
RETU~N 

3.25. завершение очередного шага и подrотовка следуюдеrо. 

Оnератор EST; относится к группе О. Он завершает очередной 

шаг рефал-машины и начинает выполнение нового шага. 

Работа EST; на'tШНается с того, что зашивается" дырка", в 

списке конкретизационных точек. После этого в поле ПР звена 

елквзт оказывается адрес ведущей точки. Если этот адрес нулевой -
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это означает, что в поле зрения не осталось ни одной точки 

Происходит нормальный останов рефал-машины "конкретизация вы

поJшена". Если адрес ведущей точки не нулевой, подготавливается 

следующий шаг. 

ГI и Г2 устанавливаются на ведущие k и .1- • СЧА устанав
ливается на начало функции, СЛЕДТ устанавливается на тощ<у, сле

дующую за ведущей, а ПРЕД!' - на звено КВЗТ. 

Затем -it и .l.. превращаются в структурные скобки, ГП уста
навливается в начало стека переходов. 

Наконец, заполняются тэ[.0], тэ[r] и тэ [2]. нэл присваи:вается 
значение 3 и управление возвращается в эмулятор. 

EST ПР(СЛ(ПРЩДТ)) = СЛЕДТ 
Г2 = ПР(А(СJЖВЗТ)) 

IJi'(I'2 EQ. 0)QOTO ENJ>O~J'OB 

ГI = ПАР(Г2) 
СЧА = ПАР(ГI) 

СЛЕдТ = ПР(СЛ(ГI)) 

ПРЕДТ = А(КВЗТ) 
ПР( СЛ(Г2)) = Г2 

ПАР(ГI) = Г2 

m =~ 
ТЭ [0') = ПР( Г!) 
тэ(r] = rr 
тэ[2] = r2 

НЭЛ = 3 

RE'iURN 

3.26. Дополнительные операторы. 

Ддя удобства nроrраммирования, а также для экономии времени 

и памяти во время работы программы введены дополнительные оnера

торы языка сборки. 
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Каждый из доnолнительных оnераторов за~еняет некоторую nосле-

довательность основных оnераторов языка сборки. 

I) ПУДЗН;УДЗН,~; эквивалентно ПУД;УД;ЗНАЧ,~; 

2) ПУДСК;УДСК; эквивалентно ПУД;УД;СКОБ; 

З) ПУДЗН;УДСТС,N; эквивалентно ПУД;УД;СТС,~; 

4) ИСК ,5; эквивалентно ПУД;УД;ЗНАЧ,S;КУД, I; 

5) B~R; эквивалентно B~;BR; 

Каждому из этих оnераторов соответствует особая nодnрограм

ма в интерnретаторе языка сборки, nоэтому их выnолнение требует 

меньше времени, чем выполнение эквивалентной nоследовательности 

основных оnераторов. 

Поскольку доnолнительные оnераторы не содержат ничего nрин

циnиально нового, мы оnустим их оnисание на языке звеньев. 

3.2?. Примеры nеревода Функций на язык сборки. 

Теnерь,для любой функции, оnисанной на рефале, мы можем 

дать ее полный nеревод на язык сборки. 

! :s ~6 1-f 2 i 3 5",6 4 2 

~ ~' {;"' С е :1. ) ,у ( -k' lf 1 е j .1. ) J. 

J. 3 s,, .tt ':/. в.s 2 * :s 5,6 ;r ., 
9 ~·~· (е~) ~:х е2 fV it'~' ( ej ~~) 
~ ъ ' ' 3,lf 2 3.4 
~ 1t ~ е~ ~ е.1 
на языке сборки после оптимизации получим: 

F: УПЕР,~2; СКОБ; ЗАКР; УГР,4,2; 

YПEP,LI; ПРОВ; АКТ,4,F; EST; 

LI: СИМ; ЗАКР; УГ, 6; ТР1.5 , ?; АКТ ,2 ,F; EST; 

\.2: ЗАI<Р; УГ,0; TPLE,4; ОUТ,2; EST; 

Рассмотрим другой пример: 
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i. 3 4,S" 2. 

§ ~ 1 REV 1 ~:с е~~ 
i 4,~ 2. 3 

~'RE\/ 1 е~~ ~х 
i 3 5,6 ~ ~.s 

~ ~' r<Ev' ( е~) е2 
2. .1 1l',S 2. 3 5,6 4 

"" ~'REV 1 ez .l. ( -k.'~EV' е-1 .1.) 
..1 2. 

~ .f\' REV' I'V 

REV: УПЕР,~З; СИМ; ЗАКР; УГ,I; TPt.,3,2; 

АКТО, REV; Е5Т; 

LЗ: УПЕР,L4; СКОБ; ЗАКР; УГР,4,2; ЗАКР; 

Yr, I; TPL,4,2; АКТО, REV; УГ ,3; BL.; 

CORA0,6; УГ,6; BR; AКTO,REV; Е5Т; 

L4: ПРОВ ; УГ, О; otJТ, 2 ; Е~Т ; 

Следует отметить, что оптимизация дает больший эффект не 

ДJШ таких простых примеров, а ДJШ сложных и громоздких предло

жений, где, как правило, есть большие участки, которые без (или 

почти без) изменения переходят из левой части в правую и где 

левые части различных предложений функции похожи друг на друга. 

В качестве примера можно привести функцию пдР из рефал-компи

лятора. 

3 &,6 l.f у.. 8 g н ~ 2 t~,f6 1/.t 1':5 {О 1g,zд н.. ,!,zt 25 31f,к ~ g 

§ k'nдP' <ее.) ~к~\( ('Е'~=' ~.1. ·~· ь~) е~ ( е 2 ~:х: е~) ;v 

С ее.) ~w ~\(('Е' -s'JC е~'Е' ~~)е~ ( e-z 6х е"5) 
§ ~' Г\Д Р 1 (е е ) ~ к ~ ~ ( 1 Е 1 -5 ~ е i 1 Е' 6~ ) е е ( е z -5> ~ е "3 ) /V 

( е(.) ~н ~" ( '~ ' S-x е~ 1 Е' ~~) е g С е z ~ ~ е 5 ) 

~ k•nдP'(ec.)~w~"'('E'-s:x е:1•е.·~~) е ""' 
-k' ПАР' С ее -sk ~\( (' !=:'' ~:х е~ ':.~::~'))е .1.. 

§ ~' пдР 1 е i N е~ 2 

После перевода на язык сборки и оптимизацiш получается: 

ПДР: УПЕР ,L.?; СКОБ; ЗАКР; УГР ,4,2; СИМ; СИМ; 

СКОБ; ЗНА Ч, 'Е 1 ; СИМ ; СИМЯ ; ЗНА ЧЯ, ' Е ' ; 
ЗАКР; УГР ,I0,2; 

УПЕР, t.6; СКОШ; ЗАКР; YrP, I?, I8; 
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УПЕР ,1. 5; Удете, I2; ЗАКР; 
УГ,О; TP\.J,I,I8; d\JТ,2; Е&Т; 

L5: Удете,IЗ; ЗАКР; 

УГ,О; TP~,I,I8; OUT,2; EST; 
~6: ЗАКР; УГ,6; TP~,4,IO; АКТ,2,ПДР; Е~Т; 

L7: ЗАКР; УГ,О; TPL,I,З; OUT,2; EST; 
Хорошо видно, что хотя у всех nредложений громоздкие пра

вые части, замена делается быстро и nросто. Левые части у всех 

nредложений тоже громоздкие, однако, они похожи друr на друга, 

nоэтому длинный nеревод левой части nолучился только у первого 

предложения. 
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f П J ПАР J r\P СЛ 
~ 

КО/1, 

Рис. з.r. Струi<тура звена 

Рис. 3.2. Представление выражения А(ВС) 
в виде списка 

Рис. з.з. Более компактное изображеiШе списка, 
приведенноrо на рис. З.2. 

Рис. 3.4. Список, соответствуnций выражению 
A(BC)J) , если выбрано друrое 
представление для скобок. 
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ri r2 
Рис. 3.5. Переменныв ГI и Г2, установленные на края дыры. 

о 

~------------------------~~~~~----~i 
z 

1----------i . . . нэл 
.. ' . • • • 

Рис. 3.6. Состояние ТЭ, нэл, ГI и Г2 перед началом шаrа 

• • • • 

Г2. 

Рис. 3.?. Положение границ до применения оператора 
ЗНАЧ,$; и после (пунктирная стрелка). 

• • • 

rz 
Рис. 3.8. Движение rраниц при работе оператора СКОБ;. 

' ' ' 

Рис. з. 9. Движение rраниц при работе оператора ско:m;. 
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···У 
ТЭ[N] r2. 

Рис. З.IО. Действие оnератора СТ.В,N;. 

f1 rz нэл СЧ.А 

. . . • • • • • • ' • • • • , 

1-t-- rп 

Рис. З.II. Структура стека переходов 

о 

. . . . . . • • • • 

Рис. 3. !2. Представление функции на яз1mе сборки в виде 
дерева 

Рис. з.rз. Объединение совпадащих операторов 
яз1mа сборки 
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• • 

Рис. З.I4. Общий вцд вершины дерева nосле оптимизации 

Рис. З.IS. Схема nереходов между операторами языка сборки. 

неуда:ча ......, _ _...,".._ __________ __, 

Рис. З.I6. Схема nереходов после добавления оператора КУД,I;. 

цель: 

r 
Рис. З.I?. Положение переменной Г. 

Совпадающие части объекта и цели заштрихованы 

ц,ель ~ ~ е Q., 

оо~е.кт а.. g с. с( е ~ 
J, а. ~е de 
~ ~c,etde 
~ ~ с. ~ 

Рис. З.IВ. Преобразование оdъекта в цель. 
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••• 

АНС 

Рис. 3.I9. Организация сnиска свободной памяти. 
Г\1\,------АСК 

( ( ( ( ) 

_.........-дек 

,--... "' "' , ( с ( с ) 
~АСК' 

"'"' ~-( с с с ) 
Рис. 3.20. Связывание парных скобок. 

~ х 11 'f. ([ rr 1l z ~ t ...___~_____Jt + 
r rэUJ1 1ЭLм1 

~ х 1 l 'Т 1 l '! 1 [ z 3 t __ ___.t 

Г, ТЭ[М1 'ТЭ[N] 

Рис. 3.2!. Трансnлантация участка Т. 
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На ел едущий 
~-------------~ ..... no старшинству 

Вход 'F' 
в функцию 

..1. 

Рис. 3.22. Представление t 'Ft ~ ..1.. в рефал
интерпретаторе. 

Вход в 
функцию 

'F' 

----~ 'F' ~ 
~ ~ 

знак «, . 

на следуiОЩУ'ю ..1-

k, .J-
Рис. 3.23. Представление 11F1 G;j. в интерпретаторе 

языка сборки. 
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Глава 4. КОМПИJIЯТОР С ШФАЛА НА ЯЭЬIК СБОРКИ. 

4.!. Общая струк!Ура компилятора. 

Проrрамма, написанная на рефале, состоит из векоторого 

числа функций. Комnиляция каждой функции происходит независимо 

от компиляции остальных фушпwй. 

Различные предложения, принадлежащи е к одной функции, 

также компилируютоя независимо друг от друга. 

Компиляция каждого предложения состоит из двух этапов: 

компиляции левой части предложения и компиляции правой части 

предложения. ИНформация, накопленная комnилятором при комаиля

ции левой части, исnо~ьзуетоя при компиляции правой части. 

Когда вое предложения функции скомпилированы, производится 

расстановка операторов УПЕР, L ; при этом nроизводитоя объЕЩи

нение совnадающих частей различных предложений. 

Общая структура компилятора показава на рио.4.I. 

Алгоритм объединения совnадающих операторов левых частей 

nредложений был оnисан в Главе з. 

Алгоритмы компиляции левой и правой частей nредложения 

описываютоя в этой главе. 

4.2. Компиляция левой части nредложения. 

В этом разделе оnисан алгоритм компиляции левой части рефал

nредложения на язык оборки, вкJIЮчая исключение JIИШНИХ уд.пивений 

е -перемеRНЪIХ о nомощью операторов \( ~ Г\ N • • fLr ) ') 

Этот алгоритм комnиляции реализует алгоритм отождеотвленил, 

который всегда дает те же рез,ультаты, что и правило отождествле

ния, аксиоматичеоки оnределенное в формальном оiШсании рефала 
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(см. п.I.2), что следует из результатов работы [341 (см.nрило
жение А, теоремы IO.I, I0.2, IО.З, I0.4, I0.5, I7.4, I7.5, I7.6). 
Алгоритм пороццения операторов К УД) N; также опирается на 

результаты работы [з4] (см.приложение А, теоремы I8.4, I9.4). 

В оставшейся части этого раздела будем, для краткости,обозна

чать словом "компилятор" только ту часть рефал-компилятора, 

которая компилирует левую часть предложения. 

Исходными данными для алгоритма компиляции является левая 

часть рефал-предложения ':! (без "-~ rJ и имени функции). Результа
том компиляции является векоторая последовательность операторов 

отождествления. 

Задача компилятора состоит в том, чтобы для каждого элемента 

~ породить соответствующий оператор языка сборки. 

Компилятор порождает операторы язвка сборки строго в том 

порядке, в котором они должны стоять в результирующей программе. 

Поэтому в каждый момент работы компилятора можно указать, для 

каких элементов из 't., уже порождены соответствующие им операторы 
языка сборки, а для каких - еще нет. 

Ду,дем говорить, что некоторый элемент из d: спроектирован, 
если для него уже порожден оператор отождествления, а под 

проектированием элемента из 'd: будем подразумевать процесс 
порождения оператора, соответствующего этому элементу. (Таким 

образом, в этом разделе понятие "проектирование" обозначает 

действие nроизводимое комnилятором, а не интерпретатором языка 

сборки!). 

Также будем говорить, что некоТОРiЯ переменная из ";t., 
приняла значение, есJШ хотя бы одно ее вхоJЩение в '!., ужs 
спроектировано. 
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Когда часть элементов из ';!, уже спроектирована, дальнейшая 

работа комnилятора зависит от взаимного расположения только 

тех элементов ~ , которые еще не спроектированы. ПоэтомУ,ком
пилятору нет необходимости хранить всю лев.ую часть de целиком: 

достаточно иметь только те куски ~ , которые еще не спроенти
рованы. 

Некоторое подвыраiюение ~ будем называть ды~ой, если оно 

обладает следующими свойствами: 

а) все элементы этого выражения еще не спроеRТированы ; 
б) элементы, непосредственно примыкающие к этомУ выражению 

слева и справа, уже спроектированы. 

Ясно, что две д:ыры не могут взаимно перекр:ываться, поскольку 

между ними обязательно находител по крайней мере один уже спроек

тированный элемент. 

В процессе работы компилятор постоянно поддерживает упорядо

ченный список д:ыр, входящих в 't., : 
~ ~ ') 6 2.') ... ') ~'n" 

При этом, для кЭJIЩой дыры ~ i.. запоминается ее "левая граница" 

L L и "правая граница" R \.. • L i. - это номер цравого конца 

элемента, неnосредственно предшествующего G L в ';t , а R L -
это номер левого конца элемента, непосредственно ~ледующего 

за G·~ в ;t . 
ПоэтоМf список дыр хранится в компиляторе в следующем виде: 

(ДI • ~ • • • • ,д '\1, ) где А L = ( L t. , G i. ,. R L) 
Перед началом компиляции список дыр имеет следуюЩИЙ вид: 

( ( I, ~ , 2 ) ) 

то есть он содержит только одну дыру 'ct - левую часть 
предложения, границы которой соответствуют знакш1 t и J.. , 

обрамляющим ~ • 
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Во время компиляции дыры могут появляться и исчезать. 

Проектирование закрытой е -перемешюй приводит к исчезнове

нию дыры, проектирование пары скобок приводит к раздроблению 

дыры на две дыры. 

В тот момент, когда список дыр окажется nуст, компиляция 

левой части заканчивается. 

Помимо списка дыр, компилятор поддерживает следующую инфор-

мацию: 

ПП - множество переменных,принявwих значение. Кроме того, 

для каждой переменной х E:Лil запоминается число IПI (х) - номер 

правого конца главного вхождения переменной ~ • 

НЭЛ - номер первой свободной строки в таблице элементов. 

Перед началом компиляции устанавливаются начальные значения 

ПП = f2{ , НЭЛ = З. 

Для оптимизации удлинений е -переменных посредством 

операторов КУд,N ;компилятор использует дополнительную инфор-

мацию. 

Прежде всего он следит за тецrщей глубиной стека переходов 

с помощью переменной rп. 

Перед началом работы устанавливается rn=o. Затем, каждый 

раз) когда порождается оператор Уд;, значение rп увеличивается: 

ГП: = rп + I. При каl\дом пороАQJ;ении оператора КУд, rrn, ; значение 

ГП уменьшается: ГП:= ГП - 'm, • 

Для генерации операторов КУД, N ; используются два метода: 
разложение списка дыр на независимые классы ( приложение А, 
теорема !8.4) и выделение удJIИняющегося независимого выражения 

(приложевие А, теорема I9.4). 
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Для изложения этих методов НШd потребуется оледующее обоз

начение: nусть (Ь -типовое выражение, тогда через \\ ~ \\ 

будет обозначаться множество переменных, входящих в ~ • На
nример: i\ ~':)(:. е о.. ( ~-х. ej) t.~ \\ = ~ ~'Х) eQ. \е i) 1:. ~} 

Разложение спиока дыр на незавиоимые классы производитоя 
с 

оледующим образом. 

Цуоть в какой-то момент работы компилятора образовался 

оледующий оnисок дыр: 

(Д i. , д 2. , ••• , д 'n. ) где д t. = ( L L ) ~ L , R \..) 
Будем говорить, что две дыры Д L и Д~ непосредственно 

зависимы, если либо \.. = ~ , либо L ~ ~ и 11 ~ L t\ (l \\ t~ \\ ${ ПП 

Отношение непооредотвенной зависимости рефлекоивно и симмет

рично. Теперь рассмотрим транзитивное замыкание этого отношения, 

которое будем называть отношением зависимости. А именно, будем 

говорить, что две дыры д\. и д~ зависимы, если существует 

такая последовательность дыр: д~~ , д ft2. , ••• , д~ 

( "rft 7/ I) , что д k. \. непооредо твенно зависима от А \. \.. _ i 
.• 2.=::' для всех L . _ t ~ "n'\. • 

Отношение зависимости дыр является отношением эквивалент

ности. ПоэтоМУ оно разбивает описок дыр на ~ непереоекающихся 

классов: 

Kr• ~· ••• , к 'С. 
Разложение описка дыр на незавиоимые классы можно получить 

о помощью оледующего простого алгоритrvа. 

Алгоритм разложения на непереоекающиеся классы. 

Исходные данные: описок дыр (ДI, д2 , ••• ,д "r\. ) и множество 

перемеiШых rnr. 
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Результат работы: .N- число классов и массив КЛАСС( I), 

••• , КЛАСС( 111 ) • Для кащдой дыры д·\. КЛАСС ( L, ) дает номер 
класса, к которому принадлежит Д t (1: .:S КЛАСС( t) 6 N ) • 

KI. Установить .N := О ; КЛАСС ( L ) := О для i ~ L ~ ')1,. 

К2. Если КЛАСС( L ) -F О для всех i 6 L:: 'YV , то закончить 
• • 

работу. ИНаче, найти тrotoe d' , что КЛАСС ( J. )= о. Установить 

х: = в G, J \\ ; N : = N + I ; КЛАСС ( J ) : = N . 
кз. Если х (\ \\ ~Li\ s nn для всех ! ~ L ~ 'tV ' 

то перейти к шагу К2. Иначе, найти такое L ' что х u н~,J~1nП) 
установить КЛАСС ( i. ) := N ; Х: =Л U i\ ~ i..l\ и повторить 
шагкз. 

Компилятор следующим образом использует разложение на неза

висимые классы дыр. 

nусть в векоторий момент компиляции список дыр принял следую

щий вид: 

(ДI' д2, •• ,д~ ) 
где дыры д t. разбиваютоя на "(, независимых классов к1 , ~· ••• , 

К ~ , где "с//' 2 • Тогда компилятор строит t новых списков 

дыр 

с1 ,с2 , ••• , с~ 

где С ь., получается вычеркиванием из исходного списка дыр тех д\., , 

для которых д i. ~ К ~ . 
Цусть текущее значение ГП= р. Теперь компилятор временно 

"забывает.. о существовании списков с2' ••• ' с t. (отложив их 

в стек) и ко.wmлирует список дыр с1 • Пусть после этого ГП= q, . 
Тогда, ес.ли су '7 р , коМIШлятор пороцдает оператор КУд, q,- р ; 
и восстанавливает ГП= р • После этого компилятор точно так хе 

поступает со списками Дъtр с2 , ••• , С "С. • 
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Пример. Пусть НЭЛ=?, IПI=,0, ГП=О, а список дыр имеет вид: 

СС5, е1. ~-х e2,6))(G .. e~+ e~JL;)~(~)e"5~x.e~)2.)) 

Компилятор разбивает список дыр на два списка: 

с 1 = ((5')е~~:х: е'l.,ь),(~ .. е~~х e"i>2)) 

с2 = (( G) еа.-+ е~ ").Ч)) 
Текущее значение ГП=О. Комnилир,уется с1 : 

УГР,5,6 ; ПУД; УД; СИМ; ЗАI{Р; УГР,4,2 ; 

ПУД; УД; СТС,9 ; ЗАКР; 

Теnерь ГП=2, nоэтому поролщается Ю'д, 2 ; и восстанавливается 

ГП=О. Затем комn:и.лируется с2 : 

УГР,6,4 ; ПУД; УД; ЗНАЧ,+ ; ЗАКР; 

Теnерь I'П=I, поэтому nороJIЩается КУд, I ; и восстанавливается 

rп =О. 

Вьщеление независимого удлиняющегося выражения происходит 

следующим образом. 

Цусть в какой-то момент работы компилятора образовался 

следующий список дыр: 

(ДI' д2' • • • • д n, ) 1 где д L = ( L. \... -. ~ ~ ) R t.) 
дVсть при этом б~ == е-х. 'G а.. е~ ~ ~ • где е х, ~а.. 

и е~ удовлетворяют следующим условиям: 

I. !{аЗi\дая е -переменная, входящая в ~а. на нулевом уровне 
скобок, принадлежит к множеству ( е~~ U \\П. 

2. Н ех ~а_~\ (\ \\ ~ ~ ~2. ~3 ••• 6'\1- ~\ ~ ПП, 
т.е. переменные, входящие в е:х: ~а. и не прин.smшие значение, 
не входят в выражения G ~ 1 ~ z.) ~ 3 }' .. ) G....",. 

3. е~ ~ П \l U \\ ех 'Go.. \l U 1\ ~~б~ Ж2 ... G~ \\, 
т.е. ed входит в леную часть предложения '<!: ровно один раз. 
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Тогда будем говорить, что ~i начинается с независимого 

удлиняющегося выражения е~ 'Ga.. е~. 
Компилятор сл~ующим образом использует независимое удлиняю

щееся выражение. 

Пусть текущее значение ГП= р. Компилятор временно nрекращает 

nроектирование каких либо элементов выражений G.i) G2.">···-. ~')'V 
за исключением элементов выражения ех Ga.. Затем комm1ЛЯ.I.JJ1Я 
nродолжается до тех пор, пока выражение е~ Go.. не будет пол
ностью спроектировано. 

Пусть после этого ГII= q, • Тогда, если q, 7' р , компилятор 
поро7!\дает К.Уд, <у- р ; и восстанавливает ГП= р. После этого запрет 
на проеrtтирование оставшихся элементов из списка дыр отменяется 

и компиляция продолжается. 

Теnерь мы можем закончить описание переменных, которые нужны 

компилятору для порождения операторов К.Уд, N;. 
Для сохранения списков дыр, по.лученных в результате разложе

ния списка дыр на независимые классы, используется стек списков 

дыр сед. Для сохранения и восстановления значений nеременной rn 
используется стек сrп. Переменnая rc указывает текущую глубину 
стеков сед и сrп. 

Переменnая on используется для того, чтобы "помечать" nере
менiШе е~ из не зависимых удлиняющихся выражений е :t: 'G а. е~ . 
ОП содержит множество "отмеченных" е- nеремешшх. Кроме 

ТОГО, ДЛЯ I\аЦЦОЙ ПереМеННОЙ еос. , ВХОДЯЩеЙ В ОП,запоюшаеТСЯ 
число rпоп ( е~) - значение ГП в тот момент, когда мы заносим 

еос в оп. 

Теnерь мы можем привести полный алгоритм компиляции левой 

части рефал-предложения. 
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Алгоритм компиляции левой части предложения. 

Исходные данные: ';f, - левая часть предложения. 

Результат работы: последовательность операторов яэы.~а 

сборi<и. 

1\ОМПЛЧ. (Начальные установки) 

Установить СД: = ( ( i, ~ , 2) ) ; IC 

НЭЛ: = 3 ; ГП:= О ; IШ:= 11 ; ОП:= 11 ; 
ГI : = ! ; Г2 : =2. 

·- о . . - ' 

ИСд. (Искать дыру из которой будет проектироваться очеред

ной элемент). В этот момент Сд= (Дi,Л z , ••• ,д 11" ) , где 'n,q О • 
• 

Установить t, :=I. 

ИСд!. Если ~ 1 rt,, то перейти к ИСД4, иначе, рассмотреть 

дыру д i. = ( ~ ~ ) G L, R L J . 
Если 6 L. = е~ G1L.. , где е~ € ОП, то перейти к ИСд2, иначе перейти 
к исдз. 

ИСд2. (Вытолкнуть дыры д i. ,д i.+ i , ••• , д'rV в ССД). 

Установить m := ill+! ; 

сед (ГС):= (Д L , д\..""~, ••• , ДttJ ; СГП(IС) := ГПОП (е <а') ; 

ОП:= ОП-t е~~ ;Сд:= (Дi,д2. , ••• , дi.-~ ). 
Перейти R ИСД4. 

исдз. Если G L = еос ~~е~ , где е-;х: 1. I\rl ~ е'<! rt пп' 
то установить L := L+I и перейти к ИСД!, иначе перейти к ПРЭ. 

ИСД4. В этот момент сд (Дi,д2., ••• , д,,,). Если '}1, 7 О , то 
перейти к РЗЛСД. Если '\'\,: 0 и rc > О, то породить КУД, ГП
СГП(ГС) ; установить ГП:= СГП (IC) ; Сд:= ССД(ГС) ; ГС:= ro-! ; 
и перейти к исд. 

Нанонец, если 'У\, =0 и IC=O, то все элементы ~ спроектиро

ваны и компиляция левой части предложения закончена. 
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ПРЭ. (Проектирование элемента) В этот момент 

А~= с Li.) ~\.' Rt.). 
Если L·"' ~ Г! или Rt ~ Г2, то породить УГР, t.\...Rt;. 
Если ~ t - пустое выражение, то пе~йти к ШLУС. 

Если G \.. : ех ' где е-х t/. IПI, то перейти к ПЗАК. 
Если Gi,.: ( G{) ~~ , то перейти к ПСКЛ. 
Если 6 L .::: z G L ' где ~ - символ' то перейти к пел. 
Если ~ i.. = ~~ ~~ , то перейти к ППСЛ. 
Если Gt : tx. 'G [ ' то перейти к rттл. 
Если G~ = ех. 'GL и ех€. rrn, то перейти к шmл. 
Если GL = G{ (е~) ' то перейти к пскп. 
Если Gt = 6 { Z , где Z -символ, то перейти к ПСП. 

Если G t.. = -g ~ ~ х , то перейти к ШIСП. 

Если 6 i.. ::. G ~ -l:c • то перейти к IШТII. 
Если GL = GL е~ и е:хЕ rm, то перейти к rmвп. 

(Теперь описывается проектирование элементов всех видов, 

за искточением открытых е -nеременных) • 

ППУС. Породить ПРОБ ; удалить Д L из СД и переити к ИСД. 

ПЗАК. Породить ЗАКР ; удалить Д t, из Сд ; установить IШ:= 

ШI U { e~'J ; НП ( Q.ж, ) := НЭЛ+I ; НЭЛ:=НЭЛ+2 ; и nерейти к ИСД. 

ПСI\Л. Породить СКОБ ; заменить Д L в Сд на две дыры: 
'е( ~~~ ( нзл' ь (. ' нэл + I) t ( НЭЛ+ I. (О L. • R ~ ) ; установить ГI :=НЭ.."l ; 

Г2:=НЭЛ+I ; НЭЛ:= НЭЛ+2 ; nерейти к ИСД. 

ПСЛ. Породить ЗНА.Ч, Z ; nерейти к Л!. 

IШСЛ. Если ~:х: fJ IПI, то породить СИМ ; 
установить ШI:= ПП U 'i ~"XJ; НП ( ~ох ) :=НЭЛ. 

ИНаче, породить СТС, ШI ( ~2:. ) • Перейти к ЛI. 
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IШТЛ. Если --l-x~ IШ, то породить ТЕРМ; установить ШI:=ПП U{t~ 

НП ( -L-:x:: ) :=НЭЛ иначе породить СТВ, IШ ( 1:--х. ) • Перейти к Л2. 

mmл. Породить СТВ, IШ ( е~) ; перейти к Л2. 

ПСIШ. Породить СКОБЯ ; заменить Д i.. в СД на две дыры: 
'е 1 ~ 11 

( L.. \.. , 6\, , HЭJI), (НЭЛ, ~ \, , НЭЛ+I) ; установить ГI:= l..a i. 

Г2:=НЭЛ ; НЭЛ:=НЭЛ+2 ; перейти к ИСД. 

ПСП. Породить ЗНАЧЯ, Z ; перейти к ПI. 

ППСП. Если ~ж 4 IШ, то породить C:иrvL<I ; установить ШI:=ПП U 

{ ~-x.:s ; нп ( ~ 'Х.) : = нал иначе породить стая. нп ( ~~ ) • 
Перейти к ПI. 

ШIТП. Если t-xfi ПП, то породить ТЕРМЯ ; 
установить ПП:= IШ U {. tx) ; 1Ш ( ~-х ) := НЭЛ 

иначе породить СТВЯ, НП ( tж ) . Перейти к П2. 
ППВП. Породить СТВЯ, 1Ш ( е-;е ) ; перейти к П2. 

ЛI. Заменить дt в СД на (НЭЛ, Е { , R \.. ) ; 
установить ГI:= НЭЛ ; Г2:= Ri. ; НЭЛ:=НЭЛ+I ; перейти к ИСД. 

1 
Л2. Заменить Д\.. в СД на (HЭJI+I, ~ё.. , R \.. ) ; 

• • 

установить ГI:= НЭЛ+I ; Г2:= R\.. ; НЭЛ:= НЭЛ+2 ; nерейти к ИСД. 
ПI. Заменить Д~ в СД на ( L\.. , '6[ , НЗЛ); 

установить ГI:= la \.. ; Г2:=НЭЛ ; НЭJI:-НЭЛ+I ; nеJ:ейТИ к ИСД. 

II2. Заменить д i. в СД на ( L \.. , g { , НЭЛ) ; 

установить ГI:= L-~ ; Г2:= НЭЛ ; НЭЛ:= НЭЛ+2 ; перейти к :vюд. 

РЗЛСД. (Разложение списка дырнанезависимые классы). В этот 

момент Сд= (Дi, д2 , ••• ,д rn, ) • Разбить дыры из Сд на неперес.екаю

щиеся классы no отношению зависимости. Цусть nолучилось ~ классов: 

К .i , К 2 , ••• , К "с. Если 't,=l, то перейти к ВДЛНУВ. Ес.ли "С.~ 2, 

построить tc сrmсков дыр Ci., С2., ••• ,С "С. , где С~ nолучается из Сд 

в результате удаления из СД всех Д 'L , для которых дi,.~ К~ Уста-
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новить сед (It+ L) := С~+!. ; СГП(I'С+ L) :=ГП для i ~ ~ ~ ~- i. 
Затем установить ГС:= ГС+ "с, -i: ; Сд:= С i • 

ВЛЛНУВ. (Выделение независимого удлиняющегося выражения). 

В этот момент Сд=(д i ,д 2 , ••• д~ ) • Рассмотреть дi=( L1 , ~~ > 

R .i ) и проверить, имеет ли ~.i. вид ~i. = е:х: ~е~ 'G 8 , где 
ех ~~ed- независимое, удли.няiощееся выражение. Если это так, 

то установить ОП:=ОП U {.е~~ ; ГПОП ( е~ ) := ГП. 

mmo. (Проектирование открытой nеременной выражения). 

В этот момент дi= (Li)e-x 'G~)R~'), где exf/.rm. 
Если rr f. Lt .i или Г2 F R i. ' то породи ТЪ УГР' L .i ' R i ; • 

Породить I1Уд ; УД ; установитьГП:=ГП+I ; ШI:=IШ U {.е :с~ ; 

ШI ( ех ) :=НЭЛ+I. заменить дi. в СД на дыру (НЭЛ+I, ёd , R.1. ) • 
Установить ГI:=НЭЛ+I ; Г2:= R1. ; НЭЛ:= НЭЛ+2 и перейти к ИСд. 

4.3. Ко~mиляrщя nравой части предложения. 

Правая часть предложения компилируется в последовательность 

операторов языка сборки, преобразующих поле зрения. 

Как отмечалось в главе 3, действия, которые производятся 

нqд значениями nеременных, во время компиляции можно изобразить 

в виде действий, выполняемых нqд самr-rми переменньrми. 

Таким образом, изменения, которые nретерnевает поле зрения, 

в компиляторе изображены как изменения, происходящnе с некоторым 

выражением, содержащим свободные переменные. Это выражение мы 

будем называть объектом. 

Первоначально объект совпадает с левой частью предложения 

~ , и компилятор должен подобрать такую последовательность 

преобразований, коDорая преобразует объект в ,цель St - правую 

часть предложения. 

Ддя этого моi~о использовать следующий алгоритм. 
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А.лrоритм ЗАМ. -
ИсходiШе данные: левая часть предложения - ';/?, , правая часть 

предложения - ~. Кроме того, для кацдой переменной х , вхо
дящей в ';f., - номер правого конца ее главного вхождения НП( ::х:. ) , 
а для каждого вхолщенил Х в ~ - номер правого конца этого 

вхоццения. 

Результат работы: последовательность операторов прео6разова-

ния. 

ЗАМ. Установить ОБ:=~ ; Ц:= Sl ; ГК:=О. 
Породить УГ, О ; 

ЗАМЭ. Если Ц= nусто, то породить OUtf, 2 ; 8 i> \; и 

закончить работу. 

Если Ц = z d..., , где Z - символ, то породить N S) ~; 
установить ц : = rL и перейти к ЗАМЭ. 

Если Ц = ( dv , то породить BL ; установить Ц : = dv и 

перейти к ЗАМЭ. 

Если Ц = ) cJ.., , то породить В R ; 

установить Ц := d.... и пер3:йти к ЗАМЭ. 

Если Ц ~ .Ji 'l ~ , то породить В\.. ; 

установить Ц := t:L ; ГК:= ГК+I ; СЗК (П\) := Z 

и перейти к ЗАМЭ. 

Если Ц = ..L dv , то породить В R ; АКТО, СЗК (ГК) ; устано-

вить Ц := d...,; ГК:= ГК-I и перейти к ЗАМЭ. 

Если Ц = ~ х. cL , то перейти к ЗАМПС. 
Если ц = t:x:. d-, то перейти к ЗАrvшт. 

Если Ц = е :с с}._ , то перейти к ЗАМПВ. 

ЗАМПС. Установить Ц:= d.., • Если ОБ содержит хоть одно вхоцце

ние ~х и 11, - номер этого вхо~ения, то удалить это вхоцдение из 
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ОБ и породить TPL..5 , rn, ; иначе породить HUL 5, 1Ш { ~~ ) ;. 

Перейти к ЗАМЭ. 

ЗАМПТ. Установить Ц:= J..., • Если ОБ содержит хоть одно вхощце

ние i"X и 't1l - номер пр:iвого конца этого вхоJЩе.ния, то удалить 

это вхождение из ОБ и породить TPL..E, 'YV ; иначе породить 

\'-\ U h Е , НП { t-.:c ) ;. Перейти к ЗАМЭ. 
ЗАМПВ. Установить Ц:= cJv. Если ОБ содержит хоть одно вхожде

ние е:с и '11,- номер правого конца этого вхождения, то удалить 

это вхождение из ОБ и породить ТР LE, 'rV ; иначе породить MUtE 

1Ш ( е:с ) ; • Перейти к ЗАМЭ. 
Способ преобразования '<t. в 3t , которым пользуется а.пrо

ритм ЗАМ, аналогичен способу, который применялея в рефал-интеР

претаторе [26, 27] • Часто этот способ дает программу на языке 

сборки, которая не является: наи.лу"tШiей как в смысле ее длины , 
так и в смысле скорости ее выполненvт. 

Происходит это пoтorvw, что в реальных рефал-программах тиrшч

ной является ситуация, когда ';f, и $., похожи друг на друга, 
т.е. dt содержит такие участки, которые без изменени~ переходят 
в ~ • В этих случаях, эти участки можно не формировать заново 
посредством операторов N ~') S) BL ~В R; '1'Р L ~ "> N \ '1'Pl Е') 
N; , как это делает а.лrоритм ЗАМ, а взять их из 'ct в roтoвor;t 

виде, целиком, посредством операторов TPL. , N , .М. ; (с.м.при

меры в главе З). 

Возникает проблема: как найти наилучшую последовательность 

преобраз ований? 

В принципе, эта задача разреиmма, ибо операторы преобразо

вания сконструированы так, что применение каА\дого оператора 

приближает нас к цели,и в кащдый момент процесс преобразования 
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можно продолжить только конечным числом способов. Таким образом, 

для заданных ~ и St , число способов преобразования ~ 
в ~ конечно. Поэтому, наилучшую посл~овательность операторов 
можно найти конечным перебором. 

К сожалению, такое "решение" невозможно использовать в 

компиляторе, ибо слишком велик возникающий комбинаторвый пере

бор, и необходимо искать более быстрые алгоритмы. 

В литерат.уре указанная проблема известна как "проблема 

коррекции строки в строку" ( ~-to-~ ~ 
p"W.g.&rm..) и формулируется следующим образом. 

Рассмотрим множество строк Z" над алфавитом Z , а также 
множество операций редактирования S • Каццая операция ~Е S 
является частичной функцией ~: Z ~ ~ Z~ т.е. для всЯRой 
строки А Е ~*, либо ~(А) не определено, либо ~(А)=В, где 
В - векоторая строка В € Z * . КаJI\дой операции ~ Е S приписы
вается целое число ~(~)- ее стоимость. Рассмотрим теперь 

некоторую последовательность операций редактирования 

о -:::. ~ 1 ~2. ••• 6'У\.. Назовем стоимостью С ( б') последователь
ности ~ число 

'У\, 

С(б) = L ~({)к) 
K=i 

Цусть теперь заданы две строки А, В Е ~*. Будем говорить, 
что последовательность операций о переводит А в В, если 

Проблема коррекции строки в строку теперь ставится следую

щим образом. Цусть заданы две строки А,В Е Z*. Среди всех 
последовательностей операций, переводящих А в В, найти послед о-
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вательнесть , имеющую минимальную стоимость. 
Ясно, что решение проблемы коррекции строки в строку самым 

непосредственным образом зависит от рассматриваемого набора 

операций g • 
В работе [ra] предложен алгоритм, который решает проблеr~ 

коррекции строки в строку за время, пропорциональное произведе

нию длин строк, при условии, что набор операций S включает 

следующие операции: замена одного символа строки на другой сим

вол, вставление символа в строку, удаление символа из строки. 

В работе [r9] результат работы [ra] обобщается на тот случай, 
когда к 5 добавляется операция взаимной перестановки двух 
соседних символов, а стоимости операций удовлетворяют условию: 

2W5 -qW:D+W!. 
где w:D - стоимость операции удаления, w! - операции вставле
ния, а Wь - операции взаимной перестановки двух соседних 

символов. 

К сожалению, эти результаты нельзя использовать в компиля

торе с рефала, поскольку основной выигръпп от оптимизации полу

чается от применения оператора ТР L. , N , М ; который меняет 
местами два соседних участка выражения произвольной длины, причем 

затрачиваемое время не зависит от длины пе~ ставляемых участков. 

В связи с вышеизложенным, пришлось пойти на компромассное 

решение и применить в Rомпиляторес рефала эвристический алгоритм, 

который дает удовлетворительное качество компиляции и, в то же 

время, работает достаточно быстро. 

Чтобы не вдаваться в несущественные технические подробности, 

мы опишем этот алгоритм в упрощенном виде, для случая, когда 

;t и ~ не содержат скобок и перемеННЬtХ. При этих условиях 
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задача сводится к nроблеме коррекции строки в строку с набором 

оnераций S = S ::t U S s V S J> , где 51 - множеств о оnераций 
вставления одного символа, S s - множество оnераций взаимной 

перестановr<и двух соседних участков строки, а SJ> - множество 

операций удаления участка строки. 

Пусть нам заданы две строки А и в. Будем говорить, что строка 

С - их общий левый конец, если существуют такие строки А' и В 1 , 

что А= СК и В= СВ1 • Теnерь для двух строк А и В определим 

сходство этих строк ~(А,В) следующим образом. Если А=В, то 

"'t (А,В)=+ С><:) , а если А#В, то t-c, (А,В)= длине максимального 

общего левого конца А и в. 

Алгоритм коррекции строки в строку теперь описывается 

следующим образом. 

Алгоритм I\OPP. 
Исходные данные: две строки А и в. 

Результат работы: последовательность операций редактирова-

ния, которая nереводит А в в. 

KOPPI. Установить Х:= А. 

КОРР2. Если Х =В, то конец работы. 

КОРРЗ. Установить 

90 : ::: { Ь Е S 1 ~ ( ~ ( Х) > В J > t-e- (Х ~ В)} ; 
М:::= 'mдХ, {. l-( С ~(Х)) В)~·> 

~Е So 

5м :=={.~Е ~о\ ~(~(Х)) В)=М.}. 

КОРР4. Установить 5 MI := S:r (\ S м. 
Если 5мi* Rf. то выбрать ~0 € 5м1 и перейти к КОРР5. 
Установить ~ мs := ~ s f1 Sм. 
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Если S М$ :f:. j2J , то выбрать ~о Е. Sмs и перайти к КОРР5. 
Выбрать ~о €. 5 м и перейти к КОРР5о 
КОРР5. Выдать ~о в качестве очередной операции редакти

рования.. Установить Х:= {>0(Х) и перейти к КОРР2. 

Алгоритм КОРР всегда заканчивает работу за конечное число 

шагов. Это следует во-первых из того, что множество 

конечно для тобых строк Х и В, а во-вторых, из того, что для 

тобой строки В не может существовать бесконечная последователь

ность строк А ~ > А 2 ') ••. ') А к")··· такая-, что 
"(,(А L.. ,В) <. 'L.. (А iA- ~ , В) для всех L =I ,2 ,3,. о. 

Примеы. Цусть А = а. g ~ d е j- , В = f ~с, а.. о Тогда алгоритм 
КОРР построит оледующую последовательность преобразований: 

~~~de~~~~ede~~~~~~de~~?~c~ -
где для кa)IQJ;oй отроки подчеркнут ее максимальный, общий с В 

левый конец. 

Алгорит~ ЗАМ соответствовала бы оледуЮщая последователь

ность преобразований: 

<t & с de5-~ta.gccAej-2...-~~a.gcole~2.... 
;}- gc а}> с c(e,t:_~ ~c.o..Q.&c &.е~~f.Вс.а. 
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Рис.4.I. Общая структура компилятора 

с рефала на язык сборки 
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Глава 5. РЕАЛИЗАUИЯ ИНТЕРПРЕТАТОРА ЯЗЫКА СБОРКИ И 

КОМПИЛЯТОРА С P:EJI?AЛA. 

5.I. Основные этапы реализаrmи 

К моменту начала работы над рефал-компилятором уже сущест

вовал рефал-интерnретатор [ 26, 2? J для ЭВМ БХМ-6. Это дало 
возможность вести работу, придерживаясь следующей схемы: 

r. Программным nутем реализуется интерпретатор языка сборки 
для БЭСМ-6. 

2. Пишется на рефале простейший коfлnилятор с рефала на 

язык сборки, который отлаживается с nомощью рефал-интерпрета

тора. Этот комrшлятор будем в дальнейшем называть "малым комлиля

тором". 

Э. Мsлый комnилятор комnилирует сам себя на язык сборки. 

После этого он может работать уже без помощи рефал-интерпре-

татора. 

4. Пишется на рефале более сложный, оптимизир,ующий компиля

тор, который в дальнейшем будем называть "большим коМIШлятором". 

Большой комnилятор отлаживается с помощью малого. 

5. Большой компилятор компилирует сам себя на язык сборки. 

После этого мы nолучаем оптимизированный оптимизирующий компи

лятор па языке сборки. 

Таким образом мы получаем комnилятор с рефала в машинно

независимом виде. Поэтому,чтобы перенести реализацию рефала 

на другую машину, теперь достаточно реализовать интерпрета

тор языка сборки для этой машины. 

Конечно, в принr.wпе, интерпретатор .языка сборки мо~о раз 

и навсегда описать на како~бо машинно-независимом языке 

и получить полностью машинво-везависимую реализацию рефала,однако, 
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это вряд ли целесообразно no следующим nричинам: 
r. Скорость работы рефал-программ непосредственно зависит 

от эффективности интерпретации языка сборки. Поэтому при реализа

ции языка сборки для векоторой ЭВМ желательно иметь возможность 

максимально использовать особенности этой ЭВМ для повышения 

эqхрективнос ти. 

2. Поскольку имеется формальное описание интерпретатора 

языка сборки, его реализация сводится к ручной трансляции этого 

описания в машинный код. ИНтерпретатор языка сборки достаточно 

прост. Его объем - 60(}.!000 команд. 

З. Средства отладRИ рефал-программ, предоставляемые в раз

личных реализациях, сильно зависят от окружающей среды, поэтому 

их вряд ли имеет смысл оnисывать в машинно-независимом виде. 

Наконец, надо отметить, что наличие рефал-интерnретатора 

не является необходимым условием для реализации рефал-комnиля

тора. 

Поскольку малый компилятор имеет небольшой объем, его 

можно перевес~и на язiШ сборки вручную. А имея работающий малый 

комnилятор, мы можем запустить большой ко~илятор. 

5.2. Первый вариант языка сборки и компилятора. 

Работа над рефал-компилятором была начата автором в ИПМ 

АН СССР в !969 году. 

Первый вариант рефал-компилятора и интерпретатора языка 

сборки был закончен к ноябрю !9?0 года. 

Интерпретатор языка сборки был наnисан для ЭВМ БХМ-6 

на автокоде. Компилятор был написан на рефале и отлажен с nо

мощью рефал-интерпретатора. Затем компилятор перевел сам себя 

на язык сборки. 
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В январе 19?1 года была начата работа по переносу рефал

компилятора с БЭСм-6 на машины серии ЕС ЭВМ, в которой принимали 

участие Ан.В.КЛИ.мов, Е. В. Травкина и И.Б.Щенков. 

Интерпретатор языка сборки для :00 ЭВМ был написан Ан.В.К.ЛИ

мовым и отлажен Е. В. Травкиной. Затем Ан.В.К.ЛИмов въщал рефал

компилятор,переведенный на язык сборки, на перфокарты, в виде 

констант ассемблера Ю ЭВМ. Компилятор в таком виде был передан 

И.Б.Щенкову, который ввел его в ЕС ЭВМ и исправил некоторые 

ошибки, которые были допущены при кодировании операторов языка 

сборки константами ассемблера. 

В октябре I9?I года работа по переносу компилятора на ЕС ЭВМ 

была закончена. 

На начальном этапе работы над рефал-компилятором основная 

трудность заключалась в том, чтобы выделить набор элементарР~х 

операций,нео6ходимых и удобных для компиляции реф~~-прогрrо~. 

Были опробованы различные варианты языка сборки. В связи с этим 

интерпретатор лзыка сборки и компилятор приходилось многократно 

переделывать. Один из ранних вариантов описан в работе [29]. 

5.3. ПерерабоТI\а языка сборки и создание оптимизирующего 

r<омпилятора. 

В середине I9?I года автор разработал новый вариант языка 

сборки, который имел перед предьтдущим вари ан том следующие преи

мущества: 

1. Позволял реализовать более ЭФiJективный, чем использовав

шиесл ранее в реализациях рефала, алгоритм отождествления. Это 

достигалось введением двух подвижных границ ГI и Г2 вместо одной. 
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2. Позволял производить объединение совпадающих операторов 

отождествления из различных предложений. Это было дос~игнуто 

за счет введения стека переходов и оператора УПЕР.~;. 

з. Позволял реализовать исключение лишних удлинений 

е -переменных. Это достигалось с помощью стека переходов и 

оператора КУд, N; • 
Этот вариант языка сборки (описанный в [32] ) почти не 

отличался от окончательного варианта,который описан в главе З. 

В октябре !97! года описание нового варианта язш\а сборки 

было пер~ано Е.В.Травкиной, которая наnисала на языке ассемблера 

и отладила соответствующий интерпретатор языка сборки для 

1Ю эвм. 

затем автор написал на рефале малый компилятор с рефала 

на язык сборки, объемом приблизите;rьво в 70 предложений. Е.В. 

Травкина перевела его вручную на язык сборки и отлщцила. ~а 

работа была закончена в январе I972 года. 

В январе-феврале I972 года автором был написан на рефале 

оnтимизирующий комrшлятор с рефала на язык сборки. В отличие 

от малого компилятора, он выnолнял следующие оnтимизации: 

I. Объединение совпадающих операторов отождествления из 
различных предлоi.tений (см. главу '3) • 

2. Исключение лишних удлиневий е -nеременных (см.главу f:L). 

з. Оnтимизацию преобразования левой части nредложения 

в правую (см. главу 4.). 

Большой I\омrrилятор отJiаж.ива.лся на :ED ЭВМ с nомощью малого 

компилятора в феврале-марте !972 года. 
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5.4. Перенос коwrидятора на другие машины. 

в апреле 1972 года Ан.В.КЛИмов написал новый интерпретатор 

языка сборки для ~м-6. 

Ддя. создания среды, необходимой для нормальной работы компи

лятора, в мае I972 года Ан.В.~чимовым была начата разработка 

мониторной системы "Рефал" [37] • Помимо монитора в эту систему 

в дальнейшем были включены: автокод БЕМШ, редактор связей, комnи

лятор с рефала, ряд утилит. Работа над мониторной системой 

"Рефал" продолжалась вплоть до середины 1973 года и осущест:в.пя

лась Ан.Б.КЛИмовым и Е.В.Травкиной. 

В начале !974 года было принято решение отказаться от мони

торной системы "Рефал" и перевести рефал-комrmлятор в мониторную 

систему "Дубна", так как поддержание собственной мониторной 

системы перождало неудобства при использовании рефала и приводило 

к бесполезному расходу сил. 

В марте-апреле I974 года рефал-ко~~лятор был переведев в 

мониторную систему "Дубна". В этой работе кроме автора принимали 

участие Ан.В.КЛИмов, Л.В.Проворов и Е.В.Травкина. 

При переходе в мониторную систему "Дубна" в ~ализацию 

рефала были внесены средства, позволтощие организовать взаимодейст

вие и обмен информации между программами, написанными на рефале 

и программами, написанными на фортране [ 38,39 j . 
В I973году рефал-компилятор был перенесен на ЭВМ серии 

М-22'0 В.Ф.Хорошевским и A.r .Красовским [40, 4I 1 , а в I975 году -
на эвм МИНСК-32 Арк.в.климовым. 

Работы по аппаратной реализации интерпретатора языка оборюх 

ведутся в ИПМ АН СССР под руководством И.Б.Задыхайло, А.Н.Мям

лина и В. К. Смирнова [42, 43] • 
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ЗАЮIЮЧЕНИЕ 

В результате nроделавной работы nо~чены следующие основные 

результаты: 

I. Создан машинно-независимый язык, nредназначенный для 

обработки символьной информации - лзык сборки. 

2. На основании теоретического анализа правила отождествления, 

сфор~.лироваiШого в формальном оnисании рефала, разработаны 

алгоритмы оптимизации, которые позволяют уменьшить комбинатор

ный nеребор, возникающий в процессе синтаксического отождествле

ния. Правильнесть этих алгоритмов доказана теоретически. 

з. Предложен алгоритм оптимизации, позволяющий уменьшить 

число преобразований, выполняемых над полем зрения, во в~.мя 

замены ведущей области конкретизации. 

4. Разработав и реализован машинно-независимый оптимизирующий 

коМIIИлятор с рЩала на язык сборки. 

5. Разработан интерпретатор языка сборки и его фор~шльное 

описание. Тем самым, реализация интерпретатора языка сборки 

на различных ЭВМ может быть получена путем ручной комrшл.яции 

формального описания в коды конкретной машины. 

6. Предложенная реализация рефала обладает высокой портатив

ностью, что позволило перенести ее на ЭВМ БЭС~6~ серии ЕС, 

М-220 и МИНСК-32. При этом, скорость работы скомпилированных 

рефал-программ повышена, по сравнению с реализациями на основе 

рефал-интерпретаторов, в 3-5 раз. 

?. В настоящее время ведутся работы по аппаратной реализации 
языка сборки. 
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Приложени е А. ТЕОРЕТИЧЕЮКИй АНАJlИЗ ПРАВИЛА 

ОТШIЩЮТВЛЕНИЯ 

A.I. Строки и nодстановки. 

Пусть ~ - конечное или счетное множество символов. 

Итерация ero Z ~ - это множество строк над алфавитом Z . 
Пустую строку будем обозначать через о . 
Длину строки ~ будем обозначать через { d.\ • L -й 

символ строки d.. будем обозначать как d-i... • Таким образом, 

любую строку ~ мс:жно представить в виде: 

dv :;:; о(1 ~1.... ol\cL\ 

Через 1\~Н мы будем обозначать неупорядоченное множество 

символов, вхоЩiщих в строку cL • Таким образом, 
\ c:L. \ 

\\ d, \\ == u { ~\(} 
\<::i 

Через ~L:J мьt будем обозначать строку d..;_ J.~+~ . .. с)._ j , 
если i ~ L ~ ~ ~ \ d, \ . Если же ~ < L , мы будем 
считать, что d... i.: j = [l 

Назовем подстановкой любое конечное множеотво упорядо-

ченных пар вида ( ~, d...) ) rде 6 Е G , а cl Е С:: ~ . 
Определение I.I. Ilодстановка ~ называется противоре-

чивой, если существуют две таких пары ( ~ > d..,) ~ ( ~ > jS) , 
что ( ~, dv) Е, Д и ( ~) ~) f: А и nри этом dv :f: f . 
Подстановку, которая не является nротиворечивой, мы будем 

называть непротиворечивой. 

Обоэна'Чl~М через Ъо [ fi 1 предикат, который расnознает 
неnротиворечивость nодстановки А • То есть 
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:Do [Д]= (
истина, если 

ложь , если 

{j - неnротиворечива 

fi - nротиворечива 

Очевидно, что JD0 - вычислимый nредикат. 

Обозначим через 1\ 6 i \ неуnорядоченное множество таких 

символов ~ , ДJШ которых существует такая строка dv , 

что ( ~ > ~) €. Д . Будем говорить, что симвоJШ из Н ~ 11 
л 11 ,, входят в nодстановку u • 

Обозначим результат nрименевил nодстановки ~ к 

строке J..., через 6// dv . Оnределим его следующим образом. 

Если 1\ ~ \\ ~ 1{ L\ \\ или неверно 1)0 [ t\] , то 
результат д// d..., не определен. 

Если dv = О , то Д // d.., == D • 

Если d., -1- D , то д /1 d., = Д ,f [ rA J. ~~. • • cL Td.l ] 

[Д// о(~ J [д// ~.2] ... [д// ci\c~wl J. 
Если nодстановка Д применяется к символу ~ , то 

Д//~ ::: ~ , где ( {) > ~) €. ~ • Поскольку мы предnоло
жили, что "Do [ lJ 1 и Hd.. \\ ~ [\~Н, то пара ( {)>J) 
существует и единственна. 

Введем теперь nонятие правильной nодстановки. Будем счи

тать, что задан некоторый вЬIЧИслимый nредикат ]) [ 6 J , 
обладаnций тем свойством, что если ]) [ !11 ист ИIШО, то 

истинно и 1)0 [ ~ }. То есть 1) [ ~ 1 9 ])0 [ ll1 . 
Правильной nодстановкой будем называть JГUjyю nодстановку, для 

которой верно 1) [ ~] . 

Из оnределения следует, что множество nравильных nодста

новок является nодмножеством множества непротиворечивых под

становок. 
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Будем говорить, что предикат ]) невырожденный, если 

существует хоть ощiа подстановка Ll , тшtая, что ис~инно 
])[~]. 

А.2. Отождествление строк. 

Определение 2.I. Пусть заданы две строки dv и ~. 

Тоrда отождествлением строки J как строки c:J.., мы будем 

называть JII06yю подстановку 6 , для которой ])[Ь.], t\d.\\E: \\~\\ 

и /J//rL.=-~. 
Задача нахождения отождествления отроки dv как стро-

ки ~ являет ел, по существу, обратной задачей по отношению 

к вычислению 61/ d..... 
В общем случае может существовать бесконечное число 

отождествлений J> как cL , но может не существовать 

и ни одного. 

Теnерь мы несколько обобщим предыдущее оnределение. 

Оnределение 2.2. Пусть заданы две строки rL и J и 

nодстановка 6. • Тогда отождествлением строки ~ как отро

ки dv nри fj мы будем называть любую nодстановку Г , 
для которой 

D[r1, t\~\\ U \\~\\ s \\Г\\, 11 с Г и Г'//d.- = J. 
Обозначим через 'W [ Ь. > ( d.. 1 J)] множество таких 

отождествлений J как d- nри д , что Н Г 1\-= Н ci., l\ Ut\~H. 

Теорема 2.I. Множество W [д, ( d.., ~) J конечно. 
доказательство. Пусть Г Е "W [Ь.>(~>~)].тогда для то6ой 

nары ( ~ ) 0} Е \ имеем либо ( ~ ') '6) Е [Д , либо 
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( ~) '6J Е. Г" 6,. Пар, д.ля которых ( ~'>())Е ~ 
только конечное число. Рассмотрим теnерь nары,для которых 

( ~) 0) Е Г " fl . Для каждой такой nары имеем ~€: (\d \\'Н Lll\) 

н~ н с \tJ \t и~~~~ \J>\. Поэтому таких пар 

может быть только конечное число. Теорема доказана. 

А .3. Алгоритм отождествления. 

Теорема 2.1 подсказывает нам, как nостроить алгоритм, 

который за конечное число шаrов nостроит все множество 

W [ ~) ( d.., J} ]. Поскольку этот алгоритм содержит комбинатор
ный nеребор, его удобно представить в виде ведетерминированной 

nрограммы (рис.А.I). 

В дальнейшем мы будем исnользовать кедетерминированные прог

раммы для nредставления nодобных алгоритмов, т.к. они nозво

ляют выделить в них главное, отвлекаясь от несущественных де

талей[20]. 
Видно, что алгоритм, приведенный на рис.А..I, крайне не-

о ( 1 ~ \2 id. \ ) • эффективен. Время работы его 'J-

Можно улучшить его, если nринять во внимание, что 

'о.\ 

~ \ \//ot·~ \ = \J\. 
L= 1 

Ясно, что каждому Г € \N [ (j. , ( oL >~)] соответствует 
набор целых неотрицателышх чисел с~.1 )2'2.) ••• ) zl~,) таких, что 
( r// d.t l\='2\. и 2.1-t ~2. .... •. +~,~\= J· и обратно,каждому набору 
(2:~)~ 2, .... , ~\~\J МОЖеТ СООТВеТСТВОваТЬ не более, чем ОДНО 

rE W[~")(oL,j>)]. 
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На рис.А.2 nриведен улучшенный алгоритм отождествления, 

в котором учтены сделанНЬI.е замечания. Время работы этого ал-

горитма О ( \ J \ 1 d 1 ) • 

А .4. Монотонные nредикаты ] [ ll]. 

Оnределение 4.I. Предикат "D называется монотонным, есJШ 
для любш nодстановак Д i. и /:д 2. таких, что Д 2. s; Д .1 , 

из ]) [ L\ 1 J следует ]) [ ~ 2]. Т.е. 
::D[дi] и 112. с 6.j. ~ ])[~2]. 
Теорема 4.I. Для любого монотонного nредиката ]) 

6. 2 с ~ 1.. и ложно D [ h2l :::::7> ложно ]) [ ~ 1l 
Доказательство. Пусть ~ 2. ~ ~i и ложно ]) [ ~ 2.l · 

Предnоложим, что ]) [ [} i 1 истинно. Тогда, no оnределению 4.I, 

]) [ ~ 11 и ~ 2 с fl ~ .::::;;- ]) [ ~ 2.] . Однако , ]) [ ~ 2 ] 

ложно no условию теоремы. Следовательно ]) [ ~i.l не может 
быть истинным. 

Теорема 4.2. Пусть :D - моноmонн.ый, невырожденный 

nредикат. Тогда ]) [ZJ истинно. 
Доказательство. Раз ]) невырожденный, значит существует 

такая nодстановка Д , что ]) [ ~ l истинно. Однако,~~ Jl , 
откуда по оnределению 4.I nолучаем ]) [ й] . 

Теорема 4.3. Если 1) - монотонный nредикат, и }) [ {l] 
ложно, то для любых d.... и J W [д, (oL')J)] = %. 

Доказательство. Согласно оnределению 2.2. для любой 

r€. W[ll)(<L.~)] выnолнено Дr; г . Однако, no условию теоремы 
:D [L} l ложно. Поэтому, по теореме 4.! ]) [r] ложно. 
Следовательно Г ~ ~ [ 6. ') ( 0.) ~}]. Ilо.пученное nротив о речи е 
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доitазывает, что W [ ~ 1 ( J... , ~ ')] = й. Те о рема доказана. 

Если известно, что ]) [ fJ. 1 монотонный предикат, 

можно улучшить алrоритм отождествления, nриведенный на рис.А.2. 

Этот алrоритм был основан на том, что мы сначала строим под

становку r всю целиком, а потом nроверяем ее на правиль

иость. Однако, для монотонного ]) [ ~ l не обязательно 
дожидаться, nока подстановка будет построена nолностью. Если 

в nроцесс е работв алгоритма окажетая вдруг, что D [ r] 
ложно, то nродолжать nостроение r бессмысленно, ибо.добав

ляя К ПОДСТаНОВКе Г НОБЪ16 nары ( ~ > Q J, Мьt будем все время 
nолучать неnравильные nодстановки. 

На рис.А.З nриведен алгоритм отождествления, в котором 

учтено сделанное замечание. 

В дальнейшем мы будем исnользовать только монотонные, 

невырожденные ]) [ {1] . Поэтому, начиная с этого места, мы всю

ду будем nредnолагать, что ]) [ll1 - это nроизволышй nре

дикат, оnределенный на всем множестве nодстановак и удовлет

воряющий следующим требованиям: 

1. Неnротиворечивость: 

})[~ l ~ :Do [ h J 
2. Невырожденность: 

])[и] 
З. Монотонность: 

})[~1..1 V\ tl с: ь~ :::9]) [~z] 
Обратим внимание, что nредикат "D0 ( ~ J очевиднЬN 

образом удовлетворяет вс~nоставленным требованиям. Поэтому, 

в частности может оказаться :D[Ь.]~ 1)о [ ~]. В то же 
время, J> [Ь 1 ~ ])0 L~ 1 . Поэтому из всех доnустимых npe-
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ДИI{атов ]) [ ~] 

nодстановки ~ 

nредикат :D0 [ l::i] накладывает на 

наименее жесткие ограничения. 

А.5. Отождествление векторов строк. 

Для дальнейшего исследования алгоритмов отождествления 

нам nотребуется обобщить некоторые из ранее введенных nонлтий. 

Пусть нам задано 'h, строк: J... i 1 d..,', . . . , d.-"r\,. • На-
- с i 1. """) зовем вектором строк уnорядоченную n-ку J..., = rJ. ,О...., ... ) fA. • 

Пустой вектор строк будем обозначать через ;а'. 
- ( 1 '2 '\'\.) Пусть теnерь заданы два вектора строк: d., = J.;. > d.. > ... d... 

- ( i 'L "М.) 
и j-> ::. j> , J ') ... f . Назовем их конкатенацией вектор 
строк 

J., в - ( J.} 2 -n. а~ е}· ~) 
J- - ') ol ') •.. cL ' J- ') J . ) ... J 

Пусть задан вектор от рок dv = ( J., \ oL z. ") ... cJ.... 'r\.). Обозна-
чим через 1 ~ "'dw.\ \ множество символов: 

1\ I \\ = \\ d.,i\\ u \\ J..'2.\\ u ... u \\Jv~t\. 
Про симвоJШ из множества ~\I\\ мы будем I'оворить, что они 

входят в вектор строк d.... 

Пусть /J. - неnротиворечивая nодстановка, а 1.,= ( Jw\d-\ ... о.,.""') 
Тогда результат nрименения nодстановки~ к вектору строк -
J.-, мы оnределим как 

!J./1 ;z = ( д// d-1 ' /J /1 J.?) ' .. 6/1 d... 'h. ) .. 

Пусть теперь задано два вектора строк: - - с ~ 2. '1'\.) - - с i ~ 'n.) 
cL - tL ~ d.:. ) ·:_; J.:. - J - J ? J ') ... \ J 

Обозначим через J.., ~ ~ упорядоченную 1\. -ку уnорядоченных 

пар: 
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<i.~}::: ((J.\j>~),(d2 )J?)) ... (d~)j>~)) 
которую будем называть вектором пар строк. 

Для сокращения записи будем записывать d- -v J" в виде: 
J_,-'1< J := (J., ~ >J i.) ( d?) J>2) ... с oL"'\ J'Y\.) 

Пустой вектор пар строк будем обозначать через ~. 

Пусть ~ заданы два вектора пар строк Х. = r}... 4f ~ 

и ~ ::: ~ * & rде 'Х = ( ol 1 ) t~) ( d..\J') ... ( d..rn.) J-n.) 
а ~ -::: ( (S \ d' ~) ( '62 ) 82.) ... ( '6'"m, 8 ) . Тогда конкатенацией 
Х ~ вектора пар строк Х и вектора пар строк ~ мы 

назовем вектор пар строк~ 

х ~ = с J..\J1> c~,\~'} .. Cck:\~-n.; с-~\ cr ~) C~\a2) ... (~~cr~) 
Пусть rx_ = cl;* J вектор пар строк. Тогда через ~\ r:J::. \\ 

обозначим множество символов входящих в ~. Т.е. 

н х. \l = н d, -J{} \\ ~ 1\ <::L \\ . 
Оnределение 5. I. Пусть задан вектор пар строк J. "* '!_ 

и nодстановка /1. Тоrда отождествлением вектора строк J 
как вевтора строк d:, nри Д мы будем называть ш:15ую 

nодстановку Г' , для которой 
]) [г J , н dv \\ \J \\ ~ l\ с i t r н , tJ. ~ г и г 11 Jv = 'J 
Через W [ ~ > cL-*} J обозначим множество таких 

отождествлений J _ как с)..., nри Ь. ) что _ 

]) [ r J , н r \\ = ~ \ <L н u \\ ~ \\ , ~ <;; г " r // cJv = J 
--с~ L У\.) Теорема 5. I. Пусть ~ - d.. ) rJ,:. ) •.• J;, , 

--с i '2.. '\'\,.." - '" (.. I'(L ~ '2. 'n. J- J ) J ) ... J 1, ~- (}\. d ... ~ , J=J J ···r . тогда 
w[~)~ifj>J с w[~,c~>J)] __ 

.лока~ательство • Ес;ш r Е \J\1 [ fl , J... * ~] , то 
r // d,L :::: ~lv для L-:: ~ ") 2.) ... rn... Отсюда следует t что 

r // dv::: J что и доказывает теорему. 
Теорема 5.2. Множество 'N [ll, ;[* '}] конечно. 
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Доказательство. Очевидно из теоремы 2.1 и 5.!. 

А.. 6. Теоремы о разложении W [ ~, :Х: J. 

Лемма 6.I. Пусть Г подстановка, а :С. и ~ векторы 

пар строк, такие, что 

х -= d... 'Х -Jf f>x. , ~ = d ~ * J~ , \\ -х. ~ \\ с н r \\ и :D а I r J . 
Тоrда _r /1 J.'X- d.. \1 = r?C:. ~'с! равносильно тому, что 

\' 1/ d..x = Jx. и r ;1~ ~ -= f 'А • 
Доказательство. Является тривиальным следствием определе-

ния г j/J:". 
Лемма 6.2. Пусть Д и Г подстановки, а d._ вектор 

строк, такие, что 

]) [г J ) д ~ r и н J, \\ u \\ ~ ~\ с. l \ r н . 
Тоrда существует единственная подстановка ..f2. такая, что 

6. с Sl. с r' 1\n \\ = \\ ~ \\ u \\ J, \\"nРи 3\ОМ Г//~ =.f'L/1 х. 
Доказательство. Из 1) [ r] и А ~ r следует "D [А 1 . Те

перь образуем ИЗ r НОВУЮ nодстановку следующим образом. 

Удалим из Г все nары ( ~)~)Е. \ такие, что ~~ Н~Н u Hol \\; 
обозначим эту подстановку через [2. Ясно, что Д.. S Г' , от-
кудд ])[Q]. 

Далее заметим, что Г// d:, зависит только от таких пар 
( ~ ') 0) Е \ , в которых: ~Е:.\\ Ll \\ U \\~\\.Но такие nары входят 
и в \ и в S2,. Поэтому n //J..::: Г/(~. 

Лемма 6. 3. Пусть cl- вектор строк, а ~ подстановка, 

такие, что 1\ d, Н с: 1~ l\ Н. Тоrда,д.ля любой nодстановки Г 
такой, что ])[ r1 и fl s г 'имеет место ~//;:, :: г// J: . 

Доказательство. Из /1 <::Г и \\0-\\ ~\\М\следует, что t\6..\\ ~1\r\\. 
Поэтому \//~ оnределена. Теперь применяем лемму 6.2 и по-
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лучаем, что r // dv :::. д // ci. 

Теорема 6.I. Пусть rE W [ ~, -х: \1 =l ] .. Тогда Г един
ственным образом представляютоя в виде Г-= \ ~ u Г -:х:~ , где 

\~E.W[~")~],a r~~E.W[~)x:c]. 
Доказательство. Пусть 'Х = J.x ". J-x:. > ~ = c:t'd * J3'A > Z:: = ёk~ * J~ . 

Имеем Г 1/ J..-x. d..~ J~ = J>x. J-a J~ _ , отку~ по лемме 6.I 

получаем Г /1 ~"L-:: Jx.. ') \ //;{'3 ~ J~ ... Гd" d..z.-= J2. 
Отсюда, в свою очередь, Г /1 ;}.~ dz. = Jx ~ и Г// d..~-:: J~. 

Теперь no лемме 6.2 существуют и единственны такие подста-

новки г'(\- и r -х 2 , что 

д с г 'а s г ) \\ r \\\\ =- \\ ~ \\ u 1~d:~ \\ , г~ 11 oL~ = J~ 
6 с r~2 ~Г,\\ Г:х:~\\= (\Ь.Н V t\Jxd.~l\, r-:x:~llolxd.~=JxJ2 
Откуда видно, что Г~ Е. W [А>~], а Г-х:~ Е. W[ [}., X-l J 

Теорема доказана. 

Следствие 6.I.I. Если W [А,~]= .0 
то и w [ (j ) -:х: ~ ~ J == ~ . 

Следствие 6.1.2. 

W[ ~,х~~ ]= U (w [tlUГ;x Z!] 1 rE. W[L\,~J} 
Следующие теоремы дают нам рекурсивные соотношения, кото-

рые nозволяют вычислять W [ ~) "Х.] . 
Теорема 6.2. 

W [~ ~] ={~ il5 nри J) [ ~] 
) % nри не J>[~J 

Доказательство. Пусть Г Е. W [ fj >}д] .. Тогда, согласно 
оnределению 5.I,имеем 1\ r\\ ~ l\0\\ U \\~\\ == l\ ~ll и [l с Г. 
Поэтому Г:::: f1 , Таким образом, W [ /1) fJ] может 
содержать только fl. 

ложно, то ~~ \V[ ~,0] и w [д)~]= и. 
' то ~ 11 fl; = fZ и /J. Е_ w [ tl • ~ J . 
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Теорема доказана. 

Теорема 6.3. r W L 6 ') 'Х Я ] , nри ~ = D 

W [Д ' :х:. ( 0 ' ~ ') ~ } =- l SC 1 nри j> 1' О 
Доказательство. Д7ш люс5ой nодстановки r ' такой, что 

D[ Г] ' имеем r t1 о~ о . Поэтому r //о -:: ~ ВЬI-
nоJШено для любой r nри. j' = о и не выnолнено ни для 

какой r nри r -:1:- о . 
Теорема 6.4. W[il>-xc~~J)\1]=W[AU((.~:>,J))>X.~]. 
Доказательство. Пусть r Е. w [д)':):. ( ~ J S> ') ~ J . 

Тогда Г//~~-~ , откуда следует, что ( ~>-~)Е \. 

Поэтому г~ w [~ u t (~.~)~,~с ~.J'>~]= W[L\ v{c~)~l)) ~ '8 J. 
Обратно, nусть \Е. W [~ U t ( ~)~) ~) ::х:.~ 1. 

Тогда Г //б :::: J> ') откудд следует, что 
ГЕ W [А U{ (~)J)~,. -;х. ( ~.J)~ 1 =W [~) 'Х-(~~~)~] . 
Теорема доказана. 

Теорема 6.5. ~~\ 

v.J [f:l ,'Х. с,/.~>~')~ J := bloiJ.} [ t:, > :Х с<!- >~i:K )(~, j>KYi:\ ~\) ~] 
Доказательство. Д1ш любого г Е. w с~' 'Х.. (ol х ,_~) \\ J 

имеем r // d. '( ~ ~. Однако Г// ci 0:: [ГifolJ[Г#'~J=t · 
Поэтому существует такое ~ , что Г/( d.. = Ji: к и 
Г//~= fi+{: 1 1 • Отсюда вытекает, что 

ГЕ wa,-x..c.~-.~i.:к) ц, ~\CH:I~\J и J 
И, наоборот, пусть rf W[fl,X.(«,J>i:~ )('6\J,\Ci'<ay.\J ~ J . 

Тогда Г ;f' oL-:: J1.:к 't\ Г fo = J\<""C \ ~\ . Отсюда Г ;f о( Q :::- j3 ~ 
ГЕ W [ 6., х. (о!~, J) ~ J. Теорема доказана. 

Следствие 6.5.I. Пусть д,7Ш каждого ! = O')i') ... , \jS\ 
имеет место 
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W [~'\'X-(d. 1 ~1 .. \<) ~"] =JO _ил~ W[~. 'Х-(~., fк+~:\j>\J ~ J -=JO. 
Тогда W [ 6., 'Х. ( d-- ~, J>) ~ J = 0 

Определение 6.I. Пусть заданы строки d 1 » oL", j}) J" 
и nодстановка ~. Мы будем говорить, что d... 1 и d..." 

о,щiозначно соnоставляются с J> \ и J '\ nри Ь. , ec;m 

'N [ll'\( J..' d-.11 , ~'~")] = W [A,(d.',J?>') (ol", f>'')]. 
Лемма 6.4. Пусть d...' и rA-11 однозначно сопоставляют-

ся с §>' и J'' при ~ • Пусть S1 любая nодстановка, 
такая, что д с Д . Тогда d.., 1 и d.., 11 однозначно сопоста:в-

л.яютсл с ~' и J" при й . 
Доказательство. нам нужно показать, что 

W [Q, , ( d..1, 'J') ( cL" > ~") 1 = W [~ , ( cf J'') ~'J')].однако, по 
теореме 6.5,всеrда 

w [Q) (d,\~') (J..'\J') 1 s \JJ [i1' (oL' i' J J'J'') 1. 
Поэтому достаточно доказать, что, если 

\Е w[Q,, (cJ..'J..''' J'JH)1' то ГЕ w [D. 7 (oL\ ~·;с~· ~J")]. 
Пусть r Е 'N [.Q) ( oL1 0..11 , ~~ ~'' '). Умеем Г// d...' d." = J'J". 

Применяя лемму 6.2,найдем такую r' Е w [ ft) ( d \ ol!\ J'J11 ) ' 

что 11 с: \ 1 s r. Имеем r 1// oL 1 ot"::: J'J''. 
Однако, W [fl > (ot' J', J>'J'')1-W [~ 1 ( d..', J')( d..'\J'')J.поэтому 
r'// 1 ' Г'// " R" , 11 d = ~ и 11 J. ::= u . Применяя лемму 6.3, находим: 

г Н'cL'j' и r ,f ol''=-}11
• Отсюда ГЕW [S1,( oL'<?') ( ol\~''') 1. 

Лемма доказана. 
1 ,, 

Теорема 6. 6. Пусть J.:. и d.: однозначно сопостав.лтотся 

\ " А с ~ и ~ nри u • Тогда 

W[~,x(<J.,'J-.'', ~'J")~] = W[~> x(<:1.\J>')(d.",~'1) ~ J. 
Доказательство. По следствию 6.!.2 получаем 
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W [ ~~ -х..( о_1 d.'' > J'J") ~ 1= U l W [ r~ -х ~]\ГЕ W[~,(i~' ,J'Ju)J}= 
= U ~ W ( \ "' -х ~ 1 \ \ Е W [l\ 1 ( d.. \ ") J>' J ( d..•' > :f") J ~ ::: 
:=: W[ ~') :Х:( d-1 > J') (oL'', J> ") ~] . 
Теорема доказана. 

Теорема 6.7. W[C:1., 'Х. ii..v-~ ]= W [~ ') "Х. u ti ~ J 
Доказательство. Пусть tA.. = J.I.A. * Jt.t. , V = d...'tГ '* J1.r. 

По лемме 6.I Г~ J..u.. oLv--==1ц_J1r<=;> \ !f'ot-ц_~ J~"~.. И 
\// d.. u- = Ju <;7 \// d 'lJ d..u._ = Jv-J\A. . От сюда следу е т утверждение 
теоремы. 

А. 7. Правила отождествления. 

До сих пор мы изучали свойства множества W [~> ~]. 
Однако, в языках программирования при синтаксическом отождест

влении обычно не требуется находить все множество \JJ [~") х..} . 
Вместо этого форишруются какие-то правила, согласно которым 

для каждой подстановки Д. и вектора пар строк -х.. -= cL~ :f 
либо обнаруживается какое-то из отождествлений, либо объявля

ется, что отождествление потерпело неудр.чу. Мы формализуем 

эту ситуацию с помощью следуюшеrо определения. 

Определение 7.I. Правилом отождествления называется такая 

частичная функция {; [ ~ .. '1:] 7 которая для каждой nодстанов-
ки ~ и ряда пар строк х либо не определена, либо в ка-

честве значения вырабатывает некоторую nодстановку. Причем, 

е али F [ А> ;х_ J оnределена, то W [ ~ ) i=.X:] :f=. К1 и 
r с~') :х: J Е w с~)~ J . 

Из этого оnределения вытекает, что если W[~)~j=Z, 

то ~ [Д., ~] заведомо не оnределена. Однако, если 
W[Ь.')~J =1= Z , это еще не означает, что ~[А> -л..] 
определена. 
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Определение 7.2. Правило отождествления называется no;rnым, 

если из того, что W [~) ~] -:t= Rf следует, что 

17 [ ~, 'Х.] оnределена. 
В языках nрограммирования встречаются как no;rnыe, так и 

неполные правила отождествления. 

Уточним теперь, что мы будем подразумевать nод алгоритмом 

отождествления. 

Оnределение 7.3. Алгоритмом отождествления для nравила 

отождествления ~ [ Ь. ") --х.] называется такой алгоритм, 

который для каждого 'Х и Ь. либо вырабатьmает некоторую 

nодстановку Г , либо сообщает, что он nотерпел неудачу. При
чем, если {=: [ Ь. >:с. J не оnределена, то алгоритм терnит не
удачу, а если ~ [ ~ > 'Х.] оnределена, то \ -= F [ ~> -:х:] . 

Ясно, что для любого nравила отождествления может сущест

вовать много разных алгорит.мов отождествления, более· или менее 

сложных и более или менее эффективных. 

Возникает естественный вопрос: каким сnособом можно за

дать ~ [ ~ > 'Х.] . 
Дл.я этого обычно используются два основных метода. Первый 

способ - это nрямо определить ~ [~>':С.] через некоторый 
алгоритм отождествления. Таким образом, правило отождествления 

задано в оnисании nоJШого [зi] рефала. Для базисного рефала 

в рефал-интерпретаторе используется некоторый алгоритм отож

дествления, который nринимаетсл за определение nравила отож

дествления[26, 2'7]. 
Второй сnособ - это некоторым "аксиоматическим" способом 

оnределить ~ [ ~ ) ~ 1 , не оnисывая алгоритм отождествле
ния явно. Так сделано в описании базисного рефала (п. I.2.2). 
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В этом случае реализатор языка должен изучить свойства функции 

(:' [/:::. .. ::с.] и на их основе разработать, no возможности, наи

более эффективный алгоритм отождествления. 

Цель этой работы состоит в том, чтобы исследовать некоторый 

класс правил отождествления: и на основе изучеШiых: свойств разра

ботать алrоритм отождествления. 

Оnределение 7.4. Допустим, что на каждом множестве W[ ~./Х..] 
задано некоторое отношение линейного порядка. назовем ~ [~) 'Х.] 
упорядочивающим правилом отождествления, если оно определено как 

Очевидно, что любое упорндочивающее правило отождествления 

является nолным. Действительно' если \Л1 [ ~ ) х1 == ~ • то 
F [6-)r:x:.] не определено, а еоли W[~J-x:.j~ 0 , то f[A}t):] 
определено и ~ [ ~ .. 'Х] Е \N [ ~ 1 'Х] . 

Правило отождествления, так, как оно определено в базио

ном рефале, является упорядочиващим. 

частным о.цучаем упорядочивапцих правил отождествления явлsmт

ся левосторонние правила отождествления, которые определяются в 

оледующем пункте. 

А.В. Упорядочение множества W [ ~э ~ J • 

Определим отношения "t. и 7.:' следупцим образом. 

Пусть d- векоторая отроха. Обозначим через М [а.] мно
жество подстановок 

М[~]~ {А\ 1)[Ь.1 ~ \\d.\\ s l\ il\\}. 
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Определение 8. I. /1.1 r;j, д 2 равносильно тому, что 

д 1 ")дz. Е- M[oL] и ~~~//ali\=IA2/I~\для i. = 1,2, .•• , \aLI. 
Определение 8.2. /11 i А 2 равносильно тому, что 

Дi А Е: М [d..] и существует такое { ~ 1 rL \ , что 
) z 1 

1 д~//oLi..\=~L\2.~oL~l для L= !,2 ••• , к-r и 
\ л~ /( d. к l ~ t Д!.,.( ol к \ . 

ОпределеiШе 8.3. Д~ ~ Дz если А~~ д 2 ми Ь.j. ~ А2 . 
Теорема 8.!. Для любых д) дi, 112) ~ 5 Е. М [d-1 справедливы 

следующие утверждения: 

I. ЛИбо Д~ ~ А2 , либо А~ ~ А2. , ;m6o А2 7;, А1. 
2. Всеrда Aj г;{ д2.. 

З. Всеrда ложно д -1 "§' А 2 • 

4. А "[_ д 
5. д~":. д 2 ~ дz ~ AJ 

в. дj ": 11г. и А=г_~63 q дi ~А~ 
?. А~ ~ Ьг и Ь 2 i:_ /13 -==> ~i ~ А3 
в. д~ А 

э. .1 i ."_ ~ Az и 1::. 2 ::_ .t.3 =!??А .i ~ 1::. 5 

ro. Ai ~ /12 и Ь.2 ~ дi. =?- Ai. r:., D.z. 
Доказательство. Справеддивость этих свойств I-9 очевидна 

из оnределений B.I, 8.2 и 8.3. Свойство IO вытекает из свойства 

I и определения 8.3. 

Следствие 8.I.I. Отношение ~ 

валентности на мноществе f"\ [ol] • 
есть отношение экви-

Те о рема 8. 2. Пусть даны строки ol.5 " и ~ и подстановки 
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ДоRазательство. Очевидно из определений 8.! и 8.2. 

Дальше нам понадобится следующая очевидная лемма, которую 

мы сформулируем без доказательства. 

Лемма 8.!. Пусть ~ •) d., 11
1 J> 1, jЗ" такие строки, что 

d-'J \ = d...нJ11 • Тогда, если 1 d-,1 \:: 1 dY l "1 то ol} = oL 11 и 
J:' = J 11 • А ес.ли { d...' 1 < 1 d-" t , то существует тэ.Rая строка 
~#о ' что d-.1 8 = cJ..!'. 

Лемма 8.2. Пусть /11 ,А2. Е M[ot] и дj, !/~-= A2-l/~. 
Тогда из д.i ";[ д 2. следует, что 

~i 1/ d., t. ::. д 2// cL;__ fJ,ЛЯ L = 1 ') 2., ... :> 1 с). l 

Доказательство. Проведем индукцией по дли.не строки cj. 

Сначала заметим, что при t ~· i = О лемма травиально истинна. 

Пусть теперь она истинна ддя всех случаев строк ~ таких, 

что l ~ \ <( t ~ \ . Тогда по теореме 8.2 по.пучаем: 

А1. r-:: 1:12 -===? д .1 ":: A.z. и дi ~ Az . 
~ Q'o.J_ ~ .z t~ 1 

Из Д~~~ дz следует, что l Llj//c<..1 \ = [ A2/lcij_J 
Из Д .i ("\.,/ f12 следует, что / Д1.// d..zl~l 1 = l Д 1/ ~ } 

o(21J.I 2 2lall 
при этом [д~#" ot.i] [ AJ jl о<.21~а ::: [ !12 /1 ~.1 J [ A2/l о<21 а. 1 ] 

поэтому, применяя лемму B.I получаем: 

дj_//J.~ == ~zl/oLj_ и A~/lcl.2lrll = ll2/lo(2I~1 
Теперь, применяя индуктивное предположение, получаем 

Aj//d.;..:: /12//rJ~ при i =2., ••• ,lotl 
Теорема доказана. 

Лемма 8.3. Пусть Ll.1 ,/J2 Е. М[~] и Дi//rJ..:д2//d..тогд1J. 
из А ..1 -:z Д 2 следует, что существует такое 1<, и 
строка 8 ::f=. Q , что 
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!J..i!lcJ.~== Ь211rЛi. для L. = I,2, ••• ' -it- I 

[ ~.i// сХ.к] ~ = Az // rlк. 
оказательство. Из j .1 f:: 112 вытекает, что существует 

такое ~ t J..' , что 
1 L1.1/IJ\,l= l ~v1o(~l для L = r,2, ... , l-r 
{ fч_ 1/ сLк i < / Ll2 J1 сLк l· 

Отсюда ~ д ..i tf cX;i~l(-i t = 1 A2;f d.i:t<"-.i / • Поскольку 
Д~// с/.. = Ь.z/lc1... имеем [д.i t1 оt~:к-.1] [A.i#' о( IC:Iol, ] = 
= [ llz ;/ ol1:к-JJ [д2.// olк:to~.t] .Поэтому, по лемме 8.I 

Ai//of.{:K-1 ::: A2//rl.i:к-f и д.i#'oLк:rctl-= д z/1 ~к:ldl · 
Отсюда следует, что 

!J..i J::..k-~112 и А1. ,Yo(i:K-1 = А2//~(~к-~ . По7том~ .J 

применяя лемму 8.2 получаем 

AJ./1 cJ. i. -= д2// ol. с._ для L= r ,2, ••• , l-r 
Теперь заметим, что 

[ A.i /1 cJ. к] [д.1// J.~e+{: 1о1-1 ] = [~z/1 d.. v<] [ д2.1/ oL к+- f: lrJ.t] 

и при этом 1 дi // ot к \ < 1 д2 /( oL к l , Отсюда, по 
лемме 8.I по.пучаем, что существует О .:f= t:l , такое, что 

[Ь..itfoll(]8 == Ь-2.!/d.к .. 
Лемма доказана. 

Теорема 8.3. Пусть ь~) L-г. Е vJ [А' (oL )~;]. 
Тоrда ьi ?: А2. ==? L.\1 = дz. 

Доказательств о. Поскольку Дi 1/ d.- ::= А 2. /1 cL -= ~) 
по лемме 8.2 имеем 

А j./1 oL ~ ::: ~ 2. !1 cL i, Д.1IЯ t = I '2 ' ••• , ( ci J 
Заметим сначала, что в силу :D [Ai 1 , ]) [Д :J и 

Н ~i Н = ll ~ 2.Н =Н А ll U ll d-Jl д,ш1 каждоrо t> Е Н А-1 U суще-
ствует ровно одна строка ~ , такая, что ( -6>'Q)E~j,.. То же 

самое :верно и д.ля !J.2. 
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Пусть теnерь (~ • ~) с /J.~. Покажем, что тоrда {~;~)Е: !J.2. 

D самом деле, если -6 Е (t Ь Н то (~;,'()Е- Az. в силу того, 

что (~>~)Е~ и L1 с. Ь.2. А если f> 6.1lh.ll, то ~E-/Jol.H'-J\A\1. 

Поэтому существует такое J , что д~ /1 d. J = d'• Однако, 
д.i // di ==А 2 1/dJ. Откуда следует, что ( ~ > 't) Е А 2. 

Аналогично доказывается, что , е ели ( ~, ~) Е. !:12 , то 
( ~~ Q') ~ 6.1_. 
Теорема доказана. 

Следствие 8.3.!. дi Е W[A> (ot)J)] "L\2f:W[~1 (o'.•f~и 
дi ~ ~2. и А2.. ~ Ai =? дi=Az. 

о( cL. 

Следствие 8.3.2. Отношение ~ на множестве W [д.) (ol> ~)] 
является отношением линейного порgдка. 

Теnерь обобщим nолученные результаты на одучай векторов 

строк. 

- ( ~ 2 n'\ Пусть dv = с1.. > d.. :> .... , d... J вектор отрок. Обозначим 

через М [ d..,] множество nодстановок 

М [;L] = ~ ~ l :D[A1 ~ 1~ а.11 := I!AIIj 
Очевидно, что М L~] ::М [ d. rl .... oL J. 

Оnределение 8.4. Ai r:{ Az равносильно тому, что Д~~ 6z 

rде cl ::: d.- 4. ~ 2, .. J_""' 

где 

Оnределение 8.5. д.1 -= А2 равносильно тому, что .:1.1 <( ~2. 
с/.., = d.. 1 oL 2. • • - d. ,.", d- ol.. 

Оnределение 8. 6. AJ. ~ Ьz равносильно тому, что ~.i ~ ~2. 
i 2. 1'\.. J... 

~ -:: d- J:. • . . о'- • rде 

Теорема 8.4. Дшi лю6шс подстановок ~, дj 1 Д2) д3 
сnраведдивы утверждения: 

I. ЛИбо .6.1 ~ А2 , либо дj_ L ь2 . JШбО Az ;- д~ 
()... 0... V"'o 

2. А Г';: д 
rJ.,. 

3. Aj r-J D.2 -> А2. ~ А1 
~ ~ 
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4. д~~ ~2 и д2 ~ д3 =7 дi r: Ll3 
5. Ai ~ А2 ~ Д2. L.. д-:s.::::? дi- ~ A:s. 

~ ~ ~ 

6. д 1 д 
?. дJ.. 1 А2 и дz ~ д3 =? !1.1 ~ А3 
8. дj ~ Ь.z и ~2. ~ ьi. ?;> д:;t ~ ~ ~ 
Доказательство. Справедливость этих свойств вытекает из 

результатов теоремы 8.I и определений 8.4, 8.5, 8.6. 

Следствие 8. 4. I. Отношение r;: есть отнощение эквивалент

ности на множестве М [ cL] . 
Те о рема 8. 5. Пусть даны векторы с т рок ~ 1 и J'" подстанов

ки /11 и Ь, . Тоrда выnолнены свойства: 
I. А1 J..~n ~2. ~ Д.1 ~ А2 &А А~ :L'a Az 
2. Д JC. А2 ~~ибо AJ. ~ /::".2 )лwso Aj ~д-2. и А4 ~~~ ~'2-

j_ ~'J." ol' oL 

Доказательство. Справеддивость свойств вытекает из 

оnределений 8.4 и 8.5 и теоремы 8.I. 

Теорема 8.6. Пусть j.i > Ь.2 Е W [~, ~1t ~]. ~оrда 
дi ~ Ь2 -=7> дj, == Ь-2.. 

d.. - - ( о( 2 ')'\.) Доказательство. Пусть d.. - oL > d > .. • • d.. 1 -- ( ~ в2. -n.) - _,1_,~ _,'VL - " z в"'n.. У>- S> 'J ~ ... ) ! ) d-- (7- ~ • •• ~ ) J- ~ f ... ~ 
Тоrда по теореме 5.I W[~> ~* J] ~W[A/ot4~)J,a по опре

делению 8.4 д~ Г: fl~ ~ д..1 ~ ~2. 
Поэтому можно применить теорему 8.3, откуда А1.:. ~2.. .. 

Следствие 8.6.I. д~ .. ~2 €:: W [Ь., oL it}] и 
L.1 t Ь2. и А2 f ~i ::::? А1-== Az .. 

Следствие 8. 6. 2. Отношение ~ на множестве W [ Ь; ol..X ~] 
есть отношение линейноrо поря~. 

Лемма 8.4. Пусть Ь~. &2 )[2,j )f'L 2 Е М [о~.]) причем 
Aj ~Q.1 и А~ GD, '2... Тоrда 
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I. /J.i ';:~2<::::) ~j_r;tдz 
2. А.1. L. D.z ~ .f2 ~ ~ Лz 

~ oJ.,.. 

Доказательство. По лемме 6.3 имеем ДJ.//ol.~ =S2t.11f'ol'l. 

и bz//ol.t,=fl 2 //d.t. при L.= I,2, ••• ,l~l · Отсюда немед-
леrшо следует справедливость леммы. 

Лемма 8.5. Пусть ь,j }~2>~j.")[L2. Е M[d..], 
Ь~ciL,Jи D.,z.c..Jl~ .. Тогда 

I • .L\.1 ~ д-г. ~ Q ~ r: S2, '2 

2. ь.~ ~ Ьа2 ~Q~ tJ1'2. 

причем 

d
Доказательство. Немедленно следует из определений 8.4, 

8.5 и леММЬI 8.4. 

А.9. Левосторонние правила отождествления 

Определение 9.I. Пусть на множестве W[6..) d-1t:f] введено 
.. .:::::: т 

отношение линеШiого порядка -= .. огда левосторонним правилом 

отождествлеi!IШ будет rш.зшатьС: частичная фушщия L[ !J.,;;! <t J], 
определенная следующим образам: 

L [ь.) cL~J>] == ~ ( J1 \ [1 t. W[~)x]} 
Очевидно, что левостороннее правило отождествления является 

упорядочивающим и полным в смысле опр~елений 7.2 и 7.4. 

Наша да.льне:йmая задача - изучить свойства L [ А') J. * ~] 
и на этой основе разработать алгоритм отождествления ддя левосто

ронних nравил отождествления. 

Свойства L [ Ь. ') ~] мы будем формулировать в виде равенств, 
которые всюду будут истолковываться следующим образом. Если 

одна из частей равенства определена, то определена и его друrая 

часть и их значения совпадают. Если же не определена о~а из 

частей равенства, то не определена и друrая часть. 



-I82-

А .IO. Теоремы о разложении L[A, Х J · 

Теорема IO.I. 

L.[t~ е J =: [ t.) при ]) [ t.] 
> l не определено, при не J) [ ~] 

Доказательство. По теореме 6.2 W [А) '5.:] == J2f если не 
'D[D], и W[ д,х]= {А~ , если J) [А]. Отсюда 
следует утверждение теоремы. 

Теорема 10.2. 

L [А ~co,~J ~] = f l..[t.;x. ~ J ,при 1'"' а ') l не определено ,при J =1= а 
Доказательство. Пусть f>=l= D • Тоrда по теореме 6.3 

W [ ~> 'Х (D.J) ~1-.й. Следовательно, L. [ll > :Х::( D 1J) ~ J 
не определено. 

Пусть теnерь J = Q • Тогда по теореме 6.3 

W[ ~' x.(n)o)~ 1-=W[~>х.~].т.о. области определения 
L [А > Х (o>D) ~} ~ L [А> х ~ ] совпадают. Поэтому осталось рас
смотреть случай, когд~ W[A) ~ _{ Q .. о)~]= W[ь.) Х. ~ J =F .Rf. 

Пусть 'Х :::: d.:c * J:c t ~ =- oL~ "'t ~~ • Тогда из определенил 
8.5 вытекает, что для любых i11.J12 Е W [Ь. 1 'JC ~J имеет место 
Sl1 - <:.( )' [2,2 ~ Д.1. - ~ ~z 

~х. D а.~ oL-x d~ 
Отсюда L [~ > -:х: (о,о) ~ J = L [ ~ > х ~ J . Теорема доказана. 

Теорема IО.З. Пусть 1:>- некоторый символ. Тогда 

L[д>-х:.С~)~)~}:: L[~U(C~)~)~>x~] 
Доказательство. По теореме 6.4 имеем 

W[~,'X.(~>~>ЧJ==-W[~Uf(~.~;~>~~ ]"> из чеrо следует, 
что области определения L [А ) Х ( ~, ~ ') ~ ] 
и L [А U 1/ ~, ~)) > :Х: ~ J совпадают. Поэтому осталось рассмотреть 
случай, когда W [ ~ J ~ ( S 1 J) g] =- W [ .6. U ( ( ~. J) j > Х. ~ J :J: ,Ct. 
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Пусть Х. = ol.-x: ..1f J х ., ~ = d ~ "')( ~\1 , Рассмотрим две nодстанов-
ки SL ~, tS12. 6 vJ[д ') -x.(~,J) ~ J 6 Ясно, что J2...1. ~J6z. и6о 
S1~ //~ =S22/16 ~ ~ · Поэтому не может быть JG.1. ~ J12. 
Отсюда, no теореме 8,5 ~ i J"?C t)J"~ J2z{:);шбо Jl4 с~.: J1z , 

либо дj ~л2 ~ J2,.1 ~Sl'2. ~ J1.i :=::-~ ~2.. 
or.. ')С. ol ~ oL х fA. 'd 

Отсюда L [Ь.,х ( ~,J) ~]:: L[д U{(~,J)J > ~ ~ J 
Теорема доказана. 

Теорема I0.4. 

L[~, ( ~d..)J>) ~] = L[Avf( ~\J>i:к)~>(~tJ~e••='J\) iJ~rдe 
1\ = ~У\- t L \ W [ ~ И { ( ~, J>!: t)} ) ( d) J L + 1 ~ 'J' ) '<1 ] ~ .0} 

Доказательство. Обозначим W = W [ll) ( ~cJ.., J) ~ 1 J 

WL.=W[t.u-tc~)J>1:t)j)(ot,~l/---1~iJ\) ~ ]. 
Тогда по теоремам 6.5 и 6.4 имеем ,,, \~} 

W::: Ro W [~)( ~~J3i~i.)(oL,j3L~i~IJ\) ~] = '}{о WL. 

Если W "L = й для L = О, I, ••• , 1 ~ \ , то W = Rf. 
В то же время ~ :: ~ { L { W t -:1= 0} не оnределено. Поэто-
му области оnределения обеих частей равенств в условии теоремы 

совпадают. 

Рассмотрим случай, когда \JJ :t= И .. 
Пусть J1i и Q2. такие подстановки, что J1~ Е Wt ) 

а J2.2 Е: Wj. Покажем, что если L~ J то Q~ L_J12 • 

В самом деле \ilj #-:S\:: 1 ~i :i.\:: l., \.lZ.~/AI:: 1 )).~Jj~ j. 
Поэтому, если L L. J , то Jt-t ;-i12.Отсюда ~j ' ~z и 
д ~д ~0. 

.i (~d.)J 2" 

Пусть~ L [А ~ ( ~ai, j3>) ~ ] € W t. .. Тоrда для .mо6~го 9.. Е WJ 
имеет место L r~~(~oL В) u 1 -'. J2.' откуд1J.. t ~д ) 

\Г Q (~~)0Z'4 
что и доказывает теорему. 
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, t1 
Теорема I0.5. Пусть d, и ~ однозначно соnоставляются 

t 11 А. 
с J> и J> при д • Тогда , _ 

L [~\ -:х: се~.: cL'\J>(J .. )и 1= L[ь, х: c~\J')(d-11 ~ J') ~ J 
Доказательство. По теореме 6,6 W[t.;x..(~'~", ~'j') ~] = 

= W [Ь,X.(o.',J')(ci',J'') ~ J • Отсюда следует, что об-
ласти определения обеих частей равенства в у~верждении теоремы -

совnадают. Поэтому осталось рассмотреть случай, когда 

w с~) :х. (о.,' cL'', J>' J") ~ 1 ::;6 ,0'. _ 

Пусть :X:-=cLx~;?-x ~ iJ=~*J>'8, где ~x=(oL~,oL~) .... ,o{';.); - -с i 2. 1"11.) 8 ol.~- ol.~) ol~")··· old- ~ Обозначим через строку 
\t '\ '2 "r\.. \ '' _1 i _1 z. ~'т о = J-x. cl ж. •• • cL х. d.:. J. ~;~~ ~'с\ ••• о~ • Тогда, вследствие оnределения (") ~. w [ - f ' ,, 1 lf) - ] 

8.5 для JIIOCSы:x: u.и i ,uLA2 ~ А. X.ld. d. )J ~ ~ получаем: 

SL.,i- { ~-)- J"12 <:-?J14 tм2<q.Qj_ ~ _ ~2. 
d.~ r:J,. ,ol. ol~ d.)(;.(~'tl..") d. 
Отсюда следует, что множества ~ 

W [ь, x(J d",j3'y") iЖ] "' W [А, x(ot\J')(ot'',_r.'') ~ J 
упорядочены одинаково. Теорема доказана. 

Теорема !0.6. L[~, ;:ё. ~] = ~ [r-x., 'а] , rде 
Г-х: = ~ [ГЕ w [ь,:х:J \ w [r, ~1 *.е} 

Доказательство. По следствию 6.I.2 

'N [ Ь. .;х ~]:: U {W [\\~1 t ГЕ W [~;x.]j-. Поэтому, если для всех 
Г Е W [А)~] имеет место \ЛI [ r) ~] = /0 то 
w [А') 'Х ~ J::: й и r -:х: не определена. Поэтому области оп
ределения обеих частей равенства h [А ) х ~ J ::: L [ r :r 1 ~ ] 

совпадают. 

Рассмотрхш с.лучай, коrда W [А ) Х ~ 1 =1=. fZf. 
Обозначим r~~ = L[Г:t:)~],~= L[~,х~].тоrда по теореме 
в.r Г-:х:~ ~Г~ 1J Г '<1 .. ~ ::Дох UJ1 ~ , rде 
Г\1E:W[A~~1>~xE:W[b,X.]>~dE W[~~~]. 
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Докажем, что r ~~ = J'h. Пусть Х:: J-x-tt ~х , ~ = ~~ ""~~ • 
Предnоложим, от nротивного, что r-:сц ::j::. ,S1 . TDrдa Д _L-._ \ х ч 

Q O.xot~ ~ 

Откуда по теореме 8.5 либо J1 f" r-x~ либо S1 ~ r :х:~ и~-<. r -:х~ 
() ~ ?t ol ';1 

Пусть ~LJ <- Г ?C'J. Тогда по лемме 8.4 S1 -х -:; \ х , что 
~~ ~~ 

невозможно по оnределению Г х . Поэтому Jl i:JC Г -:х:~ , откуда 
no лемме 8.4 дх ~ Г-:х: , откуда по теореме §.6 Jl-x =-Г -:х::. 
т.о. должно быть & = \х UJ2.~ )..Q. Е: W [1-x,l(\] ,.0.. ~ Гх:t. 
Однако, Д ~ r -х~ невозможно, так как r х ~ -= L. [ Г х , Я "}. 
Т.о. Г= S1. • Теорема доказана. 

A.II. Независимые множества символов. 

Оnределение II.I. Пусть '{ 1 x.i > Xz.') ..... х~ некоторые 

множества символов. Будем говорить, что Х :1. 1 Х 2 )' •• ) Х 'У\.. 

независимьt по 'f если для любых подстановок Д 1 Ai.Ьz)".,'fl'r\, 
таких, что \\S2J\ == ':( V\ ~~ ь. L t\ ~ х~ м~ L:: i> 2.) •.• ;п. 
из истинности 1) [~ U А L 1 при L = I ,2, ••• ;rv 
ВЫТекает ИСТИННОСТЪ ~ [~ U 6_~ u Ь.2 u ~ .... v Ll"i\.] • 

Тот факт, что Х ~, '/.. 2 ') .. · ) Х-п.. не зависимы по "f.. , мы 
будем записывать как '1.. ..L СХ1 > Х2.>~·· > X-n..). 

Теорема II.I. Отношение независимости обладает следующими 

СВОЙСТВШЛИ: 

I. 'J. 1. ( )( ~) 
2. 'f.. l С Xi)·-·)X'YV\.> Xm+.1)··· X-n..) ::::::;> 

\ 'i ..L С х i, ... ) )('h.\-t .i) х"" ') .... ") х '\'1..) 
3 • х ~ с. х .i ) У. z.' ~ х 2. )'" •• ) х~ с х ')'\.. и у .J.... ( Х' i) 'i-z >-)<r~ 
~ '1. .l.. ( ~; ') )(i,) •.. х ~) 

4. 'f. ..L ( xj..) х2.)~·· x'n. ') ~'1. _L(X2) ..... ) X''n,) 
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Доказательство. Свойства непосредственно вытекают из оп

ределения II.I. 

Теореl\ш. II .2. 

У. j_ Cx:1,Xz)···>x~) ::::;>':{ .L(x~ux2) ... ) X-n..) 
Доказательство. Пусть д) .612 > А~) L •• 6. 'У\... такие 

подстановки, что 1\ Q Н= 'i., lt ~1~\\ с х~ V Х2 )J)[J2 И A.iz1 и 
\\ ~ iJ\ с Х L., ]) [ й U ~ L J при L = 3, 4, ••• , п 

Докажем, что тоrда '])[Д U ~ i2. И Ь ~ U .... U А 'У1-] • 
Для этоrо представим Ьi2 в виде д.~z. = А:1 U ~ 2. , 

rде t\ ~i \\ с xi '11 ~2-l~ ~ )(2" 

Тоrда, nринимая: во внимание монотонность 1> [А] и 
истинность ])[u U ~.12.1 , получаем, что ][QU!дi] ~ 1) [.Q,U Ь2] .. 

т.о. ltS1lt= У' ~ Н ALI\ с XL}l)[llU ~ '-1 nри L = r.2 .... ,'h.,. 

OTKYJJFJ.. исnользуя Y.L ( х~ ... 'x'·v~:; t n<>Л~Lia.eм ][~ u дi. u Ll2. u ... u ~'tv]. 
Однако ЬL U Д7.. = Ь ~ 2. , поэтому ]) [Д И ЬJ.2.. И Д :5 И ... U Ll ".], 
откуда следует утверждение теоремы. 

Теорема II.З. Пусть 

'1. о с 'f. ~ 'fo U Xi UX, U ... И X'n. и Уо ..L (Х~) X2) ... ,x"f\.) .. 
Тоrда '1. ..L сх~) Xz, .. ') x"(t;). 

Доказательство. Пусть Q) Ai, ~2)· .. ') ь"ft" такие 
nодстановки, что \\Q lt = 'f_ и Н At_l\ с X·L длл L = I ,2, ••• ,11, 

Покажем, '1"'ТО тоrда из ]) [ J1 И Д il nри L. = I ,2, ••• , "(!... вытекает 
] [д U h.i U .... U ~1vJ. 

Для ЗТОI'О nредставим J2, в виде n=iloUilj.u .... UQ~ 
rде l\Qc\\=fo .,HQLJ\ s;\\~t\\ для ·L= !,2, ••• ,11.. .. 

Тоrда ])[~ U L1 i.] :=:;<D[i1oU~.i U .,. Uu~UA·J~])[UoU.O.~UдJ 
вследствие монотонности }) I ~ 1. Теперь ttDs \.. U ~\.. \\ ~ Х t)\f1o l\= У 
и ]) GQo U [Q t U д·L1]. Позтому, в силу 'io .l (Xi)·'·) Х11..) 
nолучаем 
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]) [~0 U [Qi U ~i 1 U. · • U[Д"f\, U b'\f\..11 ~ 
]) [[S1o UJ2.i U ... Uдty\_] U A.i U ... U Ь ~ 1 ~ 
:D [~ U ЬJ. U .... И~'\'\.] 
Теорема доказана. 

A.I2. Исnользование независимости множеств символов 

дJШ разложения l [ А , 5:. J 

Теорема I2.I. Пусть \\ Ь. \\ _L (Н Х..~\ , \\ ~ lt) . Тоrда 
r -х Е w [ ~ .. rx. J и r '<\ €: w [ll) ~ 1.::;> r ~ и с~ Е:. w [ ь ') :х: ~ J . 

Доказательство. Из lt А Н j_ ( l\ -:х:. t\ , \\ ~ \\ ) _ вытекает. 
что ]) [ D. U \ JC. U lj_] . По лемме 6.3 ~-:с /1 d. х. = Jx. ~ 
-=> r :х: u г~ ,..f olx ~ ~:х: t а также r ~ "11 о!~=§>~ '> 
=? Г :х U Г'(! f о/~= J~ · Отсюда r х U Г~ с W [ 11 :> х. ~] . 
Теорема доказана. 

Теорема I2.2. Пусть Н ~ \\ j_ ( \\ 'Х \\ ) t\ ~ \\). 
Тоrда L L д ? х. ~ 1 = L [А> 'Х. J U L [ ~ , ta ] . 

Доказательство. Сначала покажем, что области оnределения обеих 

частей равенства совnадают. 

По теореме I2.I W[ь.)~}::t-0" и W[д)~]=Fй~ vJ[д)x~].:t й' 
А по следствию 6.I.I W[!J./X.}==e или W[~>~]=И~\\I[~>x~1=,0'. 
Таким образом, осталось рассмотреть с.лучай, коrда 

w Lь. ,-х. J :;t ~, w [~) ~ 1 :t-Rf и vJ[ь) -х- ~ J-=~==- й. 
Обозначим r :t: :: L [ь 1 'Х. J ') r ~ = L [А) ~ 1 ' r = r 'Х u r ~ . 

По теореме I2.I Г~ И Г~ Е. W [ ~ ') Х ~] . Докажем, что 
r 'Х u ~ = L [ ~) 'JC. ~ 1. Пре.ЩIОЛОЖИМ. от n:ротивноrо' что существует 
J1 Е: W [ D.> 'Х. ~] такая, что S1_< Г . Здесь 
- -г - - - в ol:x~~ 
'Х == O.-x*:fx" ta = d~ * J-'<\ • 

По теореме 6.! SL =~х UQ'a ? rде fi?C Е W [~,:х:.] 1 
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all~E W[~,~J. 
По теореме 8.5 J2 _.:::.., Г ~ либо Д ~ Г 1 

oi'X01\t о(~ 

либо JL, ';"' r !А S1 ~ r . 
V''X ol~ 

Пусть Q f_: Г. Тогда no лемме 8. 4 Q. х ~ r х . 
Однако, это невозможно, nотому что r -;С:: L [~) х J. 

Пусть J1 ~ Г и Jl L. Г. Тогда по лемме 8.4 
'Х. oL~ 

J2:.c ~ r -х. и ilu L. \~. Однако il~ ~ Г'<! 
~'Х. <r oL~ Ol~ 

невозмо>шо nотому, что Г~- L [ ~ 1 ~ J. 
Т. о. не может 6ыть i1 _L.- \ . Поэтому 

ol "Х. o/.'j 

r =- L [ 11) 'Х ~ J. Теорема доказана. 
Теорема I2.3. Пусть \\ Ь \\ U t\ l! l\ ..L (Н 'Х. (\, 11 L8 1\) . 

Тогда l [ ~ > ~ Х \3 1 = L [ ~ > ~ ~ 'Х ] 
Доказательство. По теореме 6. 7 · W [Ь, ~ :Х. ~] = W [ Ь > 2 ~ 'Х. ]. 

Поэтому области оnределения обеих частей равенства в условии 

теоремы совnадают. 

Рассмотрим теnерь случай, когда 

w с~)~ х ~ 1:: w с~)~ ~ х J 4: ro 
Тоrда по теореме 10.6 

L[A)~~~}= L[Г~? х ~]' где r~ ="rf11.rl[ГfW[д)~1\ W[Г>:x:[J+k3j 
l[A)~ ~~];:L \J'~ ') -х. ~ 1, где Г2'::ml.v1.~\tW[ь.>~1 \'JJ[~\ ~~}:t:.-6} 

По теореме 6.? W [Г, х: ~ 1 = W [ \"~ ~ х]. Поэтому 
\ ~ == \ ~1 • Обозначим их общее значение через t~ . Имеем: 

L[~)~rx:~j =-L [\Z:)~~] 
L[~ )~ ~ х] =- L [\~) ~ х.) 

Однако, no теореме 12.2 

L [\~)~ ~]= L[r~)x.] U L[r~>~J= L [\~ > ~ ::-J 
Отсюда следует, что L [ А 1 ~ х ~] = L [Ь. > ~ ~ :с.]· 

Теорема доказана. 
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Теорема I2 .4. Пусть /( f1 t\ .1. (\\хН , l\ \\Н) , где 
- - -- - - - - .,"" Обозначим 'Х.. ::::. \..(..1 Ll2 ... (.,{_'У\.->~= (J1 V'2. ... v~. -

z -=- и.. .i 11~ Ll2- 1J '2- ••• Ll-'Y\. 1Т У\.. , Тогда L [ l\ /~] ::. L [ L\) х. J U L [l\ > ~] ~ 
Доказательство. Проведем доказательство индукцией по ~. 

При Yl = I no теореме I2.2 nощчаем 

L[~, ~ J-= L [~') (..t,j vj] = L[~)U.-11 U L [ h> v~] = L [6> -:х:] U L [~> ~]. 
Предnоложим теnерь, что теорема верна для 11..= 'Yn.. • Докажем, 

что тогда она верна и для 'rL= 'h1.+1_ 

Обозначим гr = \t ~\\ U Н Ll1 U.2 ... U..'\'V\. i~ U \\ 1Ji Vz. ... 1rm \t • 
Тогда no теореме II.З и теореме II.I 
[t ~ 1\ .l ( lt 'X.l\ 7lt ~ 1\ J ~Т _L (\\. ')(.. \\ > ~ ~ \\)-=?\ _L(/\ LLm+~ l~' n 'lr·rvH-i \\) • 

Поэтому можно nрименить теорему I2.3 

L [~) \Л...t 'tYi. · · Ltvv. 'U'ТYl 1lм-t-i V" m-t ~ }:: L [ь. ,u..1 1r~ · · .Llm 'V""М- 'U"'VY'I-t i U- W.-+ i.] 
Мы nоменяли местами \Jv'YY\+~ и V'W\-+.1 Теnерь аналогичным приемом 

nоменяем местами 'll'W\, V m + i и !Л. YVI-+ 1 • Получаетая: 

L [6 7 i ] = L [д., tL~ ()j ... [ ltm l,.l"rt\""".1 1 L 'О' tm ~'"m+ ~ J), 
Считая, что теорема верна при n -=IYL отсюда находим, что 

L [ ~}~] -= L [ь, х.] U L [А)~ 1. 
Теорема доказана. 

Теорема I2.5. Пусть l\~l\..l(X':i>X2 , ... ,X'п)) а 
х = J. ~ ~ ) г де d: = (с).. 1 ) d3 ' ... ) d. 7YI.) ') ~ = ( J!.) r 2 ") •.. ) J ~) . 
Пусть существуют такие цеJШе числа р~ 1 p'l 1 • .. ., p'YYL. , что 

i ~ р L ~ rn., ~ !i d. ~ / \ S. Х р \. при L = I, 2 , ••• , m . 
Тогда L [А 1 х. ] = U L [ А> Х к] 

~=~ t ~ 
где Х ~ получаетая из 'Х. вычеркиванием таких пар ( d... ) J ) , 
что р \., -:i= ~ . • 

Доказательство. Проводится индукцией по 'n. . Для 'h.. = i 
теорема очевидным образом справедлива. 

Пусть теnерь теорема верна ,цлg '\'t -=~.Докажем, Ч'rО тоi'да 

она верна и для rt,. ~ ~-t i.. 
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Обозначшп через 6ёt вектор nap строк, который получаетел 

из Х вычерчиванием Таi<ИХ пар С d.. i.) J> \.) , что Pi.. ::- q, + .1 . 
-rr 

Через Х обозначим вектор пар строк, который получаетел из 

х вычерчиванием таких пар ( cL ~ 1 ~ i. ) , что р L ::/=. q, + ~ · 
Тогда no теореме II.2 и по теореме II.I 

tl~\\J_(Yj 1 X2>···) XqпXq,+i)=?/l~l\j_(YiUY2U ... UYcv, X''1t+.1J 
=:;> 1 t ~ 1 \ _L ( н 'Х 1 " ' н -х 11 l\ ) 

ибо П х. 1 !t с Х j. U Х -z.. U ... U Х CV 1Л 11 ~"Н с. Х <it~i. 
Таким образом, можно nрименить теорему I2.4, откуда 

L [ь.) гх.1= L [~) х•] U L[ ь.,х" 1 
Заметим, что 'Х " -= 'Х ~ -r .1 ., по этому L [ll ') ?С. 11] = L [~ > Х q, t-:1] 
Теперь no теореме II.I 

\t 6/[ j_ ( )<' i) Х' 2 )' .. ) )( ~ ) х 'tt+1) 9 !l ~ \\ j_ ( )( .i.) )( 2 ) ... ) х 'tt) . 
Поэтому к L [ ~) rx 1] можно применить гипотезу индукции 

су 

и представить его в виде L [~ > 'Х. 'J= И L [ ~, Х \<"] 
Отсюда следует, что L [Д> Х 1 = k: 1 lJi L [!l > Х\с] 

Теорема доказана. 
l<:j 

А.IЗ. Отождествление левого конца строки. 

Оnределение IЗ.I. Пусть заданы две строки d..., и ~ и 

лодстановка Д , Тогда мы будем назЬIВать отождествлением лево-

го коiЩа ~ как cL nри ~ JJ:dJyю nодстановку Г 7 для 

которой ]) [Г], Н Jll U НЛ\\ c.!l Г\\ >ь ~Г и существует строка 
~ , такая, что Cr/loL1 0 ==~ 

Обозначим через ~ [ ~) ( с:1, ) J) 1 множество отождест-
влений левого кошз:а J:> как cL nри Д таких, что 

1\ r lt ::;. н d 1\ u н A\l ') в через G к [А) с oL) ~)] мно-
жество W[A>(J,~~:\<}1. 
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Теорема IЗ.I. ~~ 

G- LA? (ol, (3)] == ~о ~ft lд, (ol., f->)]. 

причем G i [ д, ( d, ~) ] n G j [ lд, ( d, ~)] = ~ при 
. . 
L F J 

Доказательство. Согласно определению IЗ.I, если 

r ~ G [ ~,с о{ , ~ ) ] , то сущесm ует строка 0 , такая, что 
[ r // ot ] а = ~. Отсюда следует, что [Г// d.. ] == ~i6. 
где k = 1 Г /ld..\ . Поэтому Г€W[Ll,(ci,~!:1t)] =GLll).(o~.,~)] 

и обратно, ес;ш Г е: W l. L\, С d., ~!.:~) 1 , то согласно оп-
ределению !3. I r Е (; l 6, ( al- , ~) J . Отсюда 

1!!>1 

G [ L\ , ( ~ , ~) J = U Gi [ ~ , С с1. , ~ ) J 
icO [ 1 Пусть теперь ГiEG._L~,(d.,~)]' r2~Gj ~,(d.,@>J ' 

где L :-~: j . Тогда Г1..// d. = ~i:t и f; // d.. = ~ 1:j 

Однако ~1:t i:- f'1:j , следовательно Г.~. "* Г 2 • 

Теорема доказана. 

Теорема 13.2. Пусть /1 1 , 6-;_ е: G [ 6, ( J.., ~) J . 
Тогда ~ 1 ? ~2 ===;> ~1 = ~2 . 

Доrtазательство. б~. г; д,_ => \ /1 1 // d.... \ = 1 6 2 //сА.\ == ~ • 

Следовательно, 6.1 , д2 Е W[ L\, (d., ~i:i.)] . Поэтому можно 

nрименить теорему 8.3 и nолучить ~1 = ~2. • 

Следствие IЗ. 2. I. Отношение ; на множестве G [ ~, ( cJ., ~) 1 
является отношением линейного nорцдда. 

A.I4. Удлиняющиеся строки. 

Определение 14.1. Будем говорить, что d.. удлиняется по 

?:> nри ~ ' если для любых: nодстановок r i и Г' 2 таких, 

что r1.E Gtl~,c~,~)J и r2E Gjc~,(o{,~)J 
из i. < j следует r 1 ~ Г 2 • 
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Теорема I4. I. Пусть с/.... удлиняется: по (:> при д . Тогда 

Ll~,(do,~)Я] = L(~,(~,~t_;i)(~,~~Hi:\~1)~]' rде 

~ = min {i\V[~,(~,~i:\)(6,~i.~i=l~l)~] ~ ~} . 

Доказательство. Введем обозначения 

w = W [ ll , с ot. 0 , ~) ~ J , Л = L [ ~ , (о. о , ~; g ] , 
l.Ni :.. w [ {l' (~ '~1:i) ( Q' ~i+1: IF>I ) g ] ' 
.л~= LCt,(~,~i=t)Co,~iH:\f>l)зJ. 
Кроме того, nусть ~ = <1.~ * ~~ ,,., 
Тогда no теореме 6.5 "W = U Vi . Поэтому, если ~ = $15 

\·0 

для: i. = О, I, ••• , \ ~ 1 , то W = Ф. При этом ~ = min t l\ Wt * Ф ~ 
не оnределено и обе части равенства Л = Л'- не оnределены. 
Если же W :t: Ф , то оnределены и Л , и ~ , и Л~ . 

Т.о. области оnределения обеих частей равенства } =А~ 

совnадают. Рассмотрим теnерь случай, когда W =F Ф . 
Для тех .At , которые оnределены, через л: обозначим 

такую подстановку, что 11 :л; 1\ = 11 ~ \~ u \1 d.. 1\ ) 6 ~ л; s )ч . 

По лемме 6.2 Л'i. существует, единственна и nри этом 

л~ Е G i L Ll, с а.,~) 1 . ,~, 
Поскольку .А Е. W и V = U Wi , существует такое 

-.. .. о 

t что ).. Е. v~.. . Покажем, что nри этом л = Ле . 
В самом деле , no оnределению Л , для люjай f2. Е V 

имеем Л {at~.. !2. , откудд Л ~ il для всех .0. е We.. 
о -4 (а!~);(~ 

.Однако, Л ~ .0. <=> Л ~ ll Следовательно Л = Л е . 
(cl~)~ (•б)~) • 

Теперь докажем, что At = л~. . По оnределению R 
невозможно ~ <. l . Поэтому f< ~ е . Предnолоашм, что 

k '> t. U.rvieeм: Л~Е:Gе[д,(о.,~)1, А'-€ G._[~,(o(.,~)1. 
Поскольку с1.. удлиняется no ~ nри А , а t ,. ~ , 

имеем )...'._ ~ Л't . Отсюда, no лемме 8.4 Л .. ~ Ае , а 
no теореме 8. 5 Л~ L. Л с. • Однако no оnределению 

'""·4)~~ 
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это невозможно. 

Следовательно, t "" к . Теорема доказана. 

Теорема I4.2. Пусть d.. удлиняется по ~ при А и 

Н {ll\ 1. ( 11 о'. 11 , 11 ( 11 u 11 ~ Н ) • Тогда 

L(ll,(J..K,~)j] = L[L\,(<J.,~1,t)]u Ll~,С~,~~~·нч~,)З1 
где ~ = min t t \WL~,(~,~l:i.)] #- ~ и V[ь.,ск,~'-·1,,~, )g 1-~: ~ ~ 

Доказательство. Из следствия 6.I.I nолучаем 

wr.A,(d.,~1:i)J~ st> иJШ V[~,(a,~~ .. .LH~') з 1 == st> => 
Wl~ .. (d,~i:~ )(~,~Иi:\~,)5] ~ Ф 

По теореме I2.I, учитъmая 11 ~ 11 j_ ( \\J-1\, U0\\ u U j 11 ) 

nолучаем Vlfl,(d,~i\iJ]~ ~ и \V[l\,C~t .. ~:\r>')g 1 * !Z> ===> 

W [ ~' (d.,~i~t )С о .. Р\ .. ~=~~·) g] "* SZ5 

Поэтому 

k ::.- mLn t i 1 W[ ~' (cl.,~1:t) 1 Ф S6 и W L~ .. (о, ~i. .. l:'F>') j 1 t: 0 J -
= min t t \ V[д., (d.,~~:t )(~', ~t .. 1:\~') ~] Ф ~} 

Теnерь nрименяем теоремы I4.I и 12.2 

Ll~,Cd0 ,~;g1 == L\..~,(d,~i:f..)C~,~~·l='~,)~]-
== L l.~,(eJ.,f!>i:ь.)1 u L l~. < 0,~е..1,1~,)~ 1 

Теорема доказаitа. 

Теорема I4.3. Пусть d.. удлиняется по ~ при 6 и 

1\ ~ 11 1 ( \\~н' 11 ~ 11 u н~ 11 ) • 

Пусть для любых i. и j , таких, что W[~, (~, ~i:t'>1 :F 0 

и W [ ~ , ( d. , ~ i:j ) ] :f:. 0 , как только t < j 
И 'vf [ /1, (О, F>j+l:\~l) g ] "#- ~ БШIОJШеНО 
v [ L\' ( ~' ~ t .. 1: 1~1) у ] t:- ~ • 

Тогда 

L[t1,cc(0 )~)j] == 

= L [~,co.)~i:k.) J u LLfi,C 0 ,~~ .. 1 :'" 1 )З1, тде 
f< = min t L i WLЬ.,(c:J.,~i:t)] :F ~ ~ • 



-194-

Доr<аэательство Обозначим 

е~~ f~ \ W [A)(o!-,Ji~l. /}F(J' и W[Д>(~)j3t+~:[JIJ tj_]-* .е}· 
в силу теоремы 14.2. достаточно доказать, что {t::. е. 

В силу оnределения ~ и f , { q f . Пусть .t > t . 
Тогда, по оnределению -е 7 W [~, ( <:L, ~i: е)] =F ~ и 
W [Ь 1 ( ~) Je+i:l_~l) ~] =F е5 • А, по оnределению ~) W [д >(oL,,Jj:к)}t=·й. 
Отсюда nолучаем, что W[A>('6J~~+.1:\j'\J~].:f:~ J что nротиво
речит оnределению {,. 

Следовательно, .е ~ t . Теорема доказана. 

А.15. Строки, термы и выражения в языке рефал 

Теnерь наша задача состоит в том, чтобы результаты, nолучен

ные в предыдущих разделах, применить к ЯЗШ\У рефал. 

Для этого, введенные ранее общие понятия строки и nравильной 

nодстановки будут конкретизированы. 

Будем считать, что множество символов G состоит из д;вух 

непересекающихся частей: Z = Z.c. U 2: 11', Z с. n .Z1r = fZJ. 
Множество ~с.. будем называть множеством констант, а 

множество Z if - множеством nеременных. 

Будемсчитать, что Zc=Zo... uz~,2o..Г\~в=g, где 
2о... есть множество объектных знаков и составшпс символов в смысле 
языка ре фал, а Z 6 ~ { С , ) ~ , т. е. со стоит из д;вух элемен-
тов: левой и правой структурной скобки. 

в свою очередь, z:1J" = 2 ~ u ~-t.. u z е 1 где z ~ n z -l..:: 
::: L: ~ n 2 е= ~ -t. n Ze=-eJ. Z' ~ множество 6 - переменнш, 
Z: t. - множество t- переменных, Ge.- мнржество е.- переменных 

Объектной строкой мы будем называть любую строку d- Е G -1(, 

д.лл кот о рой Н d..l \ ~ ..2: с. . 



-I95-

Теnерь мы оnределшл множество термов rr С ~ '* и множест-

во выражений Е с Z* следующим образом. 
Определение I5. I. Множество термов '"\с. ~ .,!( и множество 

выражений Е С L. * есть наименьшие nо.щлножества ~ ~. 
удовлетворяющие условиям: 

I. ZQ u 21:1' с 7 
2. Для любого G Е. Е имеем (с;) Е: \ 

3. Для любых ~i /t::'2.. ' ... )'t''n. Е. т имеем rc1 rt2. ... <"Cn Е- в:. 
Оnределение I5.I. можно nереформулировать более кратко, 

сказав, что Т и Е есть язшш над алфавитом G , ЯВJШЮЩИеся 
решением системы уравнений: 

r rr = z <J. u 2ь- u (Е) 
l Е= rr~ 
Определение 15.2. Строка d- ЯВJШется: 

I) выражением, ec;m d. Е Б:. 

2) термом, ес;ш d- Е Т. 
3) объектнш-1 выражением, ec;m d- Е: Б: и tt d... Н с Z с . 
4) объектнш.t термом, если cLE. Т и Н d...l\ с Zc. 
Множество объектных выражений обозначим через Е о , а мно-

жество объектных термов обозначим через llc . Очевадно, что 
Ео= Е n Z~ , \о=\С\ Zc~ .. 

Теорема I5.I. Любое ~Е.Е единственным образом nредставляется 

в виде ~ = lL~ ГС~, •• ct-n.. 7 где 1'L ~0, а rt:~/t2->''''>~ Е Т 
Доказательство. Очевиддо,из оnределения IS.I и ассоциативнос-

ти конкатенации. 

Оnределение 15.3. Пусть GE Е nредставлено в виде 
G == 1::~ С"(:'2 ••. ~ , где 't:~) tt'")···) t:"n. Е Т. Тогда термы 
rci ,c-rl')···,<t:% называются нуль-термами. выражения ~ ' а число 
"rv - ero нуль-длиной. Нуль-длину выражения ~ будем обозначать 
через < G > ~ 
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Теорема !5.2. Для любых G > (;', 'G,'1 , cL .~Е ~~ 
вШiолнены следутощие свойства: 

I. 6\ Е Е и G 11 Е: Е: > ~1 G 11 с ~ . 
2. Ес.лV\ ~Е; Е, то d... f: Е' ~ d... '(;Е Е.. 
З. Если G Е Е , то ol Е. Е <==;> 6 oL Е. Е . 
4. Ес;ш ~ 1 ') G" Е. Е , то ot ~ 1 J G Е: ~> о( ~ 11 J Е ~ . 
Доказательство. Свойство I следует из определения IS.I и 

ассоциативности конкатенации. Свойства 2 и 3 следуют из опреде

ления I5.I и теоремы IS.I. Свойство 4 доказывается индукцией 

по числу скобок в d... J .. 

A.I6. Правильные подстановки в языке рефал. 

Оnределение I6.I. Пусть подстановка 11 содуржит ровно 

оЩJ.у пару ( <::.., ~ '), то есть А= ( ( ~, J) ~- Будем говорить, 
что д правильная подстановка, если она удовлетворяет усло

виям: 

I. Если Ь Е Z с. , то fl> = ~. 
2. Если ~ Е 2 ~ , то .t> Е Z а. . 
З. Если Ь € Z t , то У> Е 'Т с. 
4. Если fJ Е Z е. , то J> Е Е о. 
Оnределение I6.2. Пусть /l произвольная подстановка 

д с 2: 'j( Z *. Тогда д - правильная, если она непротиворе-
чива и для каждой nары ( 6\ д) Е: д подстановка 
t ( ~, J J 1 - правильная. Другими словами 

])[А]~~{])[{(~~~)}]\ (~\J)E~}~ Ъо [~]. 
Теорема I6.I. Предикат ])[!\ 1 , определенный в определении 

I5.5 удовлетворяет условиям: 

I. :D[ь.1 ~])о[~1. 
2. :D[k?l 
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з. ])[~11 и Ь2c;DJ. =7:D[ь2]. 
Доi<азательство. Очевидно из оnределения I6.2. 

Таким об разом, мьt видим, что nредикат ]) [ 6.] как он оnре

делен в оnределении I5.5 удовлетворяет всем оrраничеНШIМ, сф:>р.л.ули

рованным в nункте 4. Поэтому, nонятие nравИJIЬНой подстановки в 

смысле язшtа рефал является частшш с.пучаем общеrо nонятия пра

вильной nодстановки. 

Теорема I6.2. Пусть oLE z* и ]) [ь. 1. Тоrда W/r).. Е Gc.7f. 
Т .е., nравильная nодстановка, бущчи nрименена к строке , дает 

объектную строку. 

Доказательство. Очевидно из определений; 16.1 и 16.2. 

Теорема I6.3. Пусть G Е Е и ] [D. ]. Тоrда ~// G Е Е о 
Т.е. результатом применения правильной подстановки х выражению 

является объектное выражение. 

Доказательство. Очевиддо из теоремы 15.2 и определений 16.1 

и 16.2. 

Теорема I6.4. Пусть А - подстановка, а d...-и ~ - вектор 
_, _ ( 1 z ')\.) ~ _ ( в~ z 'h..) 

пар строк, rде ~- d... 1 eL:, ... ,rl , а J-- г ')J:>> ... 1 j3 · 
Тоrда, если W [ 6, d... -к~ J~ fO > то f:>~ Е Zi для i. =1,2, ••• ,~ 
Кроме тоrо, y:i Е- Е о для всех L , для которых d. ~ Е Ь: . 

Доказательство. Следует из теорем 16.2 и 16.3. 

Из теоремы !6.4 следует, что вектор строк ~ может быть 

отождествлен как вектор строк d,., , только, ec;m строки, состав-

ляющие ~ не содержат переменных. Причем, если d..., составлен 

из выражений, то ~ 

жений. 

должен быть составлен из объектных выра-

Поэтому, в дальнейшем, при изучении отождествления }> как 

oL мы всеrда будем nредполаrатъ, что \\} \\ с ~с. 
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A.I?. Жесткие тер;лы и выражения. 

Определение I? .I. Терм ГСЕ\ называется жестким при Д , 

если <t" ~ z е 1 либо 't Е. z е. n 1\ ll \\. Выражение ~Е Е 
называется жетским при !:1 , если ~ : rcj t(. 2.. •• • rc 'V\. , где каждый 
<с L есть терм, жесткий при D.. 

Теорема I?.I. Пусть <S - выражение, жесткое при /J. 
Тогда существует такое число {t , что для любой подстановки \ , 

тm<ой, что ])[Г]> А с Г и 1\~\\ ~ 1\Г\\ имеет место 
< r~&>= t. 

Доказательство. Если 11 - неправильная, то в качестве ~ 
можно выбрать любое число. Пусть теперь верно D [ ~1. Представим 
G в виде последовательности нуль-термов 6 = t.i rc2 ... rc"n,... 
Тогда , < Г#'<;>=-< Г//'t.1 '>+<Г tfrt2. 7+ ... + <\#t.,). т .о., достаточно 

доказать, ЧТО каждое слагаемое < Г ~1:; L )' не завИСИТ ОТ (", 

Для этого заметим, что каждый терм 't't- жесткий. Поэтому, если 

~L ~ Ze " то < r #rrL?= .i и от Г не зависит. 
Если же rc L Е Ge n \\ l\\\ '} то < \ fftt:L '> = < ~ffrr'- > и тоже 
не зависит от Г. Теорема доказана. 

Обозначим через < G) А число t , фиrурирущее в условии 
теоремы I?.I. При этом, если ~ - выражение, жесткое при Ь ,и 
~ - правильная подстановка, .<: ~ '> ~ определено однозначно. 
Если же 6. - неnравильная, то, для определенности, будем счи
тать, что < 6 '>А== О. 

Теорема I? .2. Пусть G ) ~Е Е 1 ~Е Е. о и ~ - жесткое 
при ~, Тогда, если <. ~ '7' А ) <. ~ ';> , то 

'N [ ~ ' 'L ( t; ~ 1 j>) ~ 1 := w [ ~. ~ (о ~ ) .~) ~ ] := ~. 
Доказательство. Пусть Г Е W [А") :Х (~ ~ >J:> J ~] · 

Тогда r #" G ~ = J . Отсюда < Г#б~~= < J?. Однако 
< r 11'<3 О)=<\ 1/ 6'>+<Г #'о'>. Поэтому < \ #(g'; :f 4( J>>. 
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ОднаitО < Г#'G)::-<('(;~. Следовательно, <::: G >А L. < jS >. 
Но, по условию теоремы < ~>А > ~ J > · Следовательно, 
w [ь.)х. се;'( ,J; Я]-==0. Аналогично, w[ь .. х_(~~) '?; ~J =и. 

Теорема 17.3. Пусть ~''(">Е. Е J J> 1,J>'' Е: Е 0 и ~ -

жесткое при /j. . Тогда, еСJШ < СЬ >А := < J' > , то ~ и '( 

однозначно сопоставляются с J 1 и J3 '' при !J , а о и G 
однозначно сопоставляются с j?>11 и J \ . 

Доказательство. нам нужно доказать, что 

W [ l\) ( g ~\~ 1 J н) J = W [ ~ > ( g, J: 1 ) ( ~ , Jц ) ] :: W [ ~ ' ( '6 ~ ) J t'J 1 ) J, 
Обозначим J-= J>'J'' > WR= W [~>(t,>f>~·-~)('Ь )f>~+~'.I~IJ 1. 
По теореме 6.5 \N [Ь.>(5~)~ )J = U W~. 

J к=о 
Пусть VJ t. -:f.: ~. Тоrда, по теореме I6.4 J:>~ .. v: Е Е о и 

j-> ~+.i ~ 'J' Е Е 0 • Кроме тоrо, ]I)IЯ любой Г Е W к имеем 
Г/;/ 6 = J.i'-\<. Отсюда <:Г#'&;)= <J.i~ \( >. Однако 

< r #' & >-= ~ G >А ' и6о (Ъ - жесткое при Ь. Следова-
тельно, <. ~ >А =- < ~ j ~ k > .:::- ~ J) >. Отсюда J ..i ~ к :: J 1 • 

Поэтому W R. -=F fJ возможно только для единствешюrо ~ 
такоrо, что ~ .i-. ~ ::- rp ~. Таким образом, 

W [ ~ ) (б~,~' J '') J = W [ ~) С~, ~' ) ( '6') ~,,)] . 
Аналоrично W [Ь. >( '( ~, ~' ~') 1= W [ ~) (~ .. J>tr) ( (; ,JS 1 )] = 
W [ ~ > (~ > ~1 ) ( '6' > ys 11 ) 1 . Теорема доказана. 

Теорема !7 .4. Пусть G) а f: Е) S> Е Е о ? и G - жесткое 
при Д • Тоrда, если < G ? д > < J > , то 
L[Л,-L(6'6',~)~] и L[~\-x.(~t;.J)~] не определены. 
Если же < ~ '? 6 ..:= < J> "> , то 

L[~):с(б~,~')~ ]= L[ь,-x.(g,JS1~к)(Q')~к+~:\Jt) ~]) 
L [ь)х. (~G,g>)~J~ L [~,x.(~,J{:e.)(G",}e+~:'~'J ~ ], 

rде R. и е._ однозначно определяются из условий: 
~1~\( Е Е' о, < J\:\< '>=<~>А, J~ ... t ~~J~ Е Е о> <Je+c'J>' >:::-<~>А. 
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Доitазательство. Если ~ l;) А '> <С J> , то по теореме I7 .2 

~l.~ .. :c(6~)~)~]== W [~,xC'6G,~)~J= JZ5. 
Поэтому, L[ь.'Ж.( G'Q,J) ~] и l[ ь, ~с~ ~.J) g-1 
не оnределены. 

Если < G >6 ~ < }> > , то существуют единственные ~ и 
t, указанiШе в условии теоремы. Поскольку ~ J3'\~~ '> := ~ (3> ~ 

и < J> е+-{~\~\'>=< G >А , no теореме I7 .3 g и '({ одно-

значно соnоставл.mотся с j31 ~~ и ~i.""~ ._ '1»' , а ~ и 
б однозначно соnоставлsпотая с JS-{: е. и ~е"" { ~ \J> \ • 
Поэтому, nрименяя теорему 10.5, получаем соотношения, указанные в 

утверждении теоремы. 

Теперь обозначим через В подстановку В= { ( 0', ~')\ ьЕZв~' 
которая состоит из двух пар: (С , ( ) и С ) , ) ) . Ясно, 

что 11 ~ \\ == 2: @ , ~ [ Е:> 1 и [ В#' С 1 = С , l В 1' ) ] = ) • 
Лемма I7. I. Пусть с/... Е: Б; " J> Е Е 0 . Тогда 

L[ь1х. ((ct),CJ))~] = L [ьUЕ>, x(oL)J)~]. 
Доказательство. Пусть ГЕ W[~, ((~)') (J))]. 

тогда Г/1(оL)== [Г#C][r/<i][\#)] =-([Г,fо(]) =(J). 
Таким об раз ом, Г// <i -= ~ ) [ f // ( ] ;: ( , [Г ,f ) ] =: J . 
Поэтому ( и d.,) однозначно сопоставляются с ( и ~), а cJ...., и ) 

однозначно сопоставляютая с ~ и ). Теnерь дважды применяя тео-

ремы 10.5 и 10.3 получаем: L[~,x ((~ ')) CJ>)) g ]=- L[AU8)x(otU>)~]. 
Лемма доказана. 

\ н С' ~1 \\ ~ 
Теорема I7 .5. Пусть oL "» cJ.. Е с:. и .J ,J Е. ~о. 

Тогда ь [~ > Х (( ~~ )d-.11
9 ( J>1) S'tr) ~]= L [~UB, -x.(rJ.1)j;~)( <:L\j>'1) ~1, 

L[д} х (J..''C~')>~"(j})) ~1=- L[ьU~):ё(~'~J}')(~',J>')Я]. 
Доказательство. Терм ( d... t ) ЯВJIЯетс.я жестким . 

< ( d.}) '>6 = < ( J') > = 1. . Поэтому, по теореме 17.4 получаем: 
L [Ll, х (( d-' )ol'',. (J>')~'') ~1 = ~[А> Х. ((~!),С~') )(d.-11) ~") ~ ] , 

L LA .х (d-''(d-'J, ~' ( J>')) ~ 1 = L [А,Х (d-'',~'')((d..'), (&\)) я J. 
Теnерь применяем лемму 17.! и получаем утверждение теоремы. 
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Теорема I7. 6. Пусть ~Е Е о' ~ = rc..i гс2. ... с-с 'У\.. ' где 

q: L Е 1""' () ДJШ L = I ,2' ••• ''n.., ' а е €: .:2: е. Обозначим 
"f:' е" ' через l::> t.. и <=> t. выражения <3 ~ = rrj. rc2. ... rci.., 

]:? 1/ -f1- r.- n-
~ i... - L.L•.1 Lt.~2 ••• \..-п.. Тогда 

L [~") ( eoL >J) ~] = L[~ U {_ (е~~~ }j.,(oL. ~~)~ J, где 
i = 'rf\LY\. {, L \ vJ [ ~ U t С е> g {)} > С а. > &·~· ) ~ J =t= .е } . 

Доказательство. Обозначим W~ = W [~ U{ ( e,J'-t~j 1} > (ol,f;J+--t:tj-•J~ J , 
{ = 'hl-i.vl- {j t W~ ::1: 0}. Тогда, по теореме I0.4 

L[~)(eo~-,J)~] ~ L[~ U ((e,S>" :е.)}> (ot) ~e~.t~,,\) ~ J. 
Однако, поскольку е Е- г_ е, из W ~ ::f=. f2f следует, что J-i:j Е. Е о. 
А всякому ~ . , такому, что f:> .i ~ ~ Е. Е о , соответствует 
единственное L , такое , что G L = j> { ~ j . При этом, е ели 

~i:~.iE. Во, ~~~j2. Е 5: 0 1 ~\ .. t-=J1~~1 "G~~~i~~2.,тo J 1 L ~2. 
следует, что L 1 ~ i, 2-. Отсюда вытекает утверждение теоремы. 

A.I8. Независимые множества символов в языке рефал 

В пункте II изучалось отношение независимости для подмножеств 

2 , которое определялось через предикат ]) [~] . Теперь мы 

изучим те свойства отношения независимости, которые справедливы 

в том случае, когда предикат 1> [ Ь-1 задан в соответствии с оп-
ределениями I6.I и I6.2. 

Лемма I8.I. Пусть Ь i" А2 ") ... ') Ьrп_ такие подстановки, что 
']) [ ~\...1 истинно для i. = I,2, •••• ~. Обозначим ~= ~1 u ь2 U ..• UD.n... 
Тогда, если nодстановка ~ - непротиворечива, то } [~] 
истинно, а если /1- nротиворечива, то ]) [А1 ложно. 

Доказательство. Пусть ( ~. ~ JE ~, Тогда существует 
такое L , что ( 6, ~)€ Д L.. • Поскольку ]) L Ь. L 1 истинно, 
из монотонности :D [ ..Qj по.пучаем, что 1> [ {С{(,~)} 1 
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истинно. Т.о., д.лл любой. nары (6'.~) Е !J. истинно D[{( Ь:~)~]. 
Теnерь восnользуемся оnределение 16.2 и nолучим, что ] [ ~] 
истинно, тогда и только тогда, когда д - неnротиворечива. 

ЛеМI-.ла I8.2. Пусть ~i • /). 2 >'' .Ь.п такие подстановю1., что 

11 ~ \..ll () 1\ ~~Н ~ XJ nри L ~ d Тогда, если ]) [ ~ i_ J 
истинно для L = 1,2, ••• ,n, , то ]) [А~ U Ь-2. U. ·. U ~п] 
истинно. 

Доказательство. Достаточно заметить, что ])[~L.l =>])o[~i._]. 
А nоскольку \\ t \.. \\ n \\ ~ ~ \\:::-,0' nри J ::F L • то истинно и 
])о с~~ U ~2 U ... U DanJ. Теnерь остается nрименить лемму 18.1. 

Лемма IS.З. Пусть Д1, Ь.2 ') ... D'Y\.. такие nодстановки, 

что 1\ /::::.L, \l с Z с для L = 1,2, ••• ,"((.,, • Тогда, ecJIИ 
] [ ~ L l истинно nри L = I ,2 ••••• n . то 
])[д~ u ~2 U ... UЬrt1 ИСТИIШО. 

Доказательство. Обозначим Л= Д~ U ~2 U ... U 6n. Пусть 
( {),J) Е Ь.. Тогда существует такое i.. , что (~)J)E Ь.L. 
Теnерь, из \\ ~·L 1/с 2е и ]) [ ~l.] получаем 6' Е 2 с. и 
~:: Е). Таким образом, лю6ая пара (б"> J)E /1 имеет вид: 
( Ь , ~) . Следовательно, ]) о [ lll истиШiо. Применяем лемму 
18.1 и nолучаем, что ] [ ~ J истинно. 

Теорема 18.1. Пусть 'f. ') Х .1 > Х2 >' ... \ Х ~ некоторые 
nодмножества 2 , такие, что Х t. (\ Х d с 'f lJ Z ~ для всех 
L :f: d . Тогда 'l J_ ( Х i 1 )( 1..') ••• > Х п) 

Доказательство. Пусть Sl ) Дj, > ~2 , •.. > ~1\... такие nод-

становки, что t\~ \l::: У> 1\ ~ '-.\l с ll Xi.ll и "D [~ U ~L ] для . 
всех L = 1,2, ••• ,rn. Нам нужно доказать, что 

:or~u ~iv ~2.u ... v ~'hJ истинно. 
Представим каждую Д L_ в виде А t =i2 L U ~ i.. U Г l. , 

где \\S1i.H c'i, нс:рL\\ c.Zc.' '1..') \\ГLI\ с Zw' 'i. 
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из монотонности ]) [ Ь.] следует, что истинны J) [ J1 J , 
])[i1Ui1·L1,])[<±\l, ])[ГL] для L= I,2, •••• ~ 
Заметим, что J) I Q U J1 Ll =.> D0 [Q UJLL] и 1\ J2 L. \\ с 'f-= 11 J1 /l. 
Поэтому S2 L. с fL . Следовательно, Q~ Uд2 U ... UЛ'V\. S::: J2 . 

Обозначим ер = cr .i u ср2. u ... U'P "(\.. Исnользуя лемму !8.3 

получаем, что ]) [ер] истинно. 

Обозначим f ::: Г i U [ 2- U ... U Г п . Из условий 
Х ·l Г\ ~ ~ с;; ':1. U Zc. и 11 Г'- \\ с Z"' 'f.. nолучаем, что 
\t [ l. \\ (\ \\ [j \t = 9J при l.± J . Применяем лемму !8.2 и полу-
чаем, что ]) [ rl истинно. 

Теперь заметим, что множества 'f.. Z ~" 'f и 2 \У-........... У.. 
' nопарно не пересекаются. Значит и множества llд\\ >Н c:PI\ и НГН 

попарно не пересекаются. Кроме того, мы показали, что ] [S2., J , 
J> [с:Р l и ]) [Г] истинны. Следовательно, по лемме I8.2 

] [ Q U Cj? U Г] истинно. Однако д Uc:P U [ = l1 U ~~ U L\2.. U ... И ~rп., 
что и завершает доказательство теоремы. 

Теорема I8.2. Пусть у') xi) Xrz.. ') ' .. ) )(-n_ некоторые под-

множества Z , такие, что 'f_ _L ( Х ~ > Х 2. > ••• , Хп.. j. Тогда, 
если 2о..... содержит по крайней мере два различных элемента, то 
xLnXj C~UGc длЯВСех Li-d·· 

Доказательство. Преддоложим от противного, что имеются такие 

L и d ' что х~ n xd ~ 'f. u Zc. Это значит, что су-
ществует такая nеременная 1Т Е .G u (\ Х L (\ У.~ , что 
lr~ ~-

Покажем, что 'i _L ( \ v} ') { 1Т~) неверно. Выберем произ-
вольную подстановRуD. такую, что l\Q\\ = 'i. и ":D [Q 1. Пусть 
теперь ~1. и ~ '2.. такие символьt, что 6'~ ,~7.. € ~Q и Е>'~~ f{ 2.. 

Обозначим А~ :: t ( 'lJ, 6"'1)}) ~2. = { (tr, б"' '2.. )~ • 

Из определения I6.I следует, что J) [~.il и 1) [~2-1, а 
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и леммы I8.2 следует, что ]> [ Q U Ь-.1] и ]) [ S2., U д2]. 
Теnерь рассмотрим подстановку Л, U /). 1 U IJ.z. , Она противоречива, 

ибо содержит обе пары ( 'U", 6' ~} и ( 'lJ "> ({ 2-J, Следоnательно, 
J) [fL U ~1. U ~2.1 ложно. Поэтому 'f_ J_ ( { 'V ~ > { V~) 
не выполнено. 

В то же время, по теореме II.I 

'f. ..L (X.i ~ Х2> ... >Х'У\. )===;> ':(_\ (Х ~>Xd ).=;> '{ ..L ( { v}, {v-j) · 
Полученное противоречие доказывает теорему. 

Определение !8. I. Будем говорить, что две строки oL.J Е Z* 
непосредственно зависимьt при ~ , если 

[1\d..\\ (\ \\t>l\ (\ z() 1 "\\ ~ \\ ::t: ~' т .е. еСJШ существует nеременная: 
() € z'lr ' такая, что ?У Е Hd..\\ n HJ\\ и '1r б.. t\ ~ \\. То, что 
dv и ~ непосредственно зависимы при ~ будем заnисывать 

как cL ~ fl>, 
Очевидно, что d ~ _t> <;::;> ~ \r А ~ ~ • 
Определение !8.2. Пусть ~ - вектор строк 

J, = ( J..1 ) J! > ••• , d.-'Y'f\. J. Будем говорить, что две строки d... t. и 
d.. d зависимы nри Ь на d: , ec;m существует такая последо-

,Чс~) _, i2') ••. ) _\~е. }_ • р • 
вательнесть строк av U~. v.. '> что 'R. 1 = L J .'R.e. = d 
и -1 ~p-j ~ -' ~ р С) р е _} (.. d о.. ~ а-. при о(., ~ ~ • То, что OL и c:J_ 

зависимы пр~ д на d- , мы будем записывать как 
. d 

d._t ~ d- ' 
u,О-

Теорема !8.3. - - i 2 '"m) ilусть d--= ( d.. >о!. ') ••• > d... • Тогда отношение 

lh,~i является отношением эквивалентности на множестве 
i 2. '"i'Y\L 

строк {. d.. ) d.. '> • • • > d.. .J • 

Доказательство. Покажем, что отношение ~~ ; рефлексивно, 
• • • 

симметрично и транзитивно. Во-первых, oL t ~ d.- L согласно оп-
А t:J. • 

' L 
ределению !2.2, ибо последовательность из одного элемента ~ 

обладает требуемыми свойствами. Во-вторых, симметричнDсть отноше-
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НИЛ~ 
,t:J.-

следует из симметричности отношения ~ 

и оnределения I8.2. Транзитивность очевидна из оnределения I8.2. 
- ( ~ '2 '1"У\. '\ 

СледстDие I8.З.I. Пусть d.., = d.. • cl >· .. > d.. J. Тогда 

множество строк {, rJ.." ') oL '2. > ••. > d.. 'YYI} разбиваеrl'\::я на 
11.- ( ~ "rYt.) классов эквивалентности по отношению \-A,ci.t • 

Теорема I8.4. Пусть ?ё. = cJ.. * J3 где 
- С "' 2 _/'YYI) ~ (в~ 2 ~-м) d- = d- > d:. > • • • > 01- ., Г::: 3 ) ~ , .. '')J • Разобьем множество 

строк -\:, d... .i > d.. 2 > •.• ') oL ~ 1 на 'h- Iuraccoв эквивалентности 
по отношению ~, -gt . "(\, Тогда _ 

L [ Jj -х 1 == U L[Ь.,'Хк 1 
rде 'Хк nо~етая из ;;• вычеркиванием таких nap (./ .J') 
в которых cL'- не nринадлежит .-k, -му классу эквивалентности. 

Доказательство. Пусть ~\< = J:\<. -к У>~ . Теnерь заме-. . 
т им, что если d.. t.- и d...d nринадлежат к различным классам экви-

валентности, то [ \t J L lt (t \\ J_J \\ n 211] '. lt ~ \\ == )25 , т.е. 
1/ ~ '-11 n \t d__j l\ с Н ~1\ U ~с. Следовательно, 
1\ J~ i\ n \\ J'e\\ с\\ Ь.\\ U 2~ nри !4: е. Отсюда,nо теореме I8.I 

nолучаем, что lt Ь.Н ..L (Н d.1 \\,Н J.~i( > ••• , lt d..-n..\\ ). Поэтому, nрименяя 
теорему I2,5, nолучаем доказываемое утверждение. 

А .I9. Удлинятациеся выражения. 

Теорема I9.I. Рассмотрим nодстановку Д , е - nеременную 

е:с Е z е и выражение G~ Е Е' Пусть Ga..=rt.i rc-2.. ... 't"п :J 

где для каждого L = I,2, ••• ,11... либо гt:L,.-:::: €~ , либо rct.-
- терм, жесткий nри Д, Тогда, для любой строки ~Е Zc. ~ 
выражение е~ 5о.., удлиняется no J> nри Ь.. 

Доказательство. Согласно оnределению I4.I требуется дока

зать, что для любых nодстановек G) r2. Е G:t [~) (е-;с Ga..)~)] И} 
\ r ~ t1 е:х: е Q.. \ < t \2 /1 е ;с б о.. t 
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СЛе}Jует, ЧТО r .1 ~ \.2 . 
Пусть r Е ~ [ ~) (е -:с~ Q., ~ ')] • Тогда по теореме 

I6.3 Г#"' е:х: t5o.. Е. Е о. Вычислим нуль-длину Г// е~ <5а_ • 
'У\. 

ОчеDИДНО' что < r #е :х: ~а...? =-< r tf ех) + ~ < r #'L~ >. Пусть 
среди термов ~ ~ /L 2 , .••• rc-п ровно t термов совnадают 
с е-:х:. Тогда < \#'е~ (;Q. '):: ( ~+1.) • <Г ;fe х t +(rt- е). 
Мы видим, что нуль-длина \ llex Go... линейно растет с увеличе-
нием НУJIЬ-ДЛИIШ \' /1 е:х: · 

Таким образом, если \ r~tfex6o...\< \r2.11е':;('Жа.i,то 
< \.i!l ех G~'l меньше, чем <. Г2;f е~ Ga..? , поскольку строка 
r~~ е:х: fu ЯВШiеТСЯ ЛеВЫМ КОIЩОМ СТрОКИ Г 2 // ех 6CL, 
Отсюда r~ ~ \ ~. 

Теорема I9.2. Рассмотрим правильную подстановку д и 

выражение G . Пусть G ::: i..i t2. ... -lтn е, rде -L~ ) "t2. > ••• >-1:..-т Е Z:-t, 
а е Е Ze, причем переменные i.~) t2. > 1:. "5> ... ) -l'\"() > е - попарно 
различны и не входят в \\ 11 \\ • Тогда для любого G о Е Е о , 
есJШ <<3o><"m.., то W[ь>(~,ео)]= 0 ; а если 
<6о>~m..,то W[ь)(& 1 <Ьо)1={r1. 

Доказательство Выражение i:.i. -\: 2 ... t."N\.. - жесткое при~-

< -\:.~ t 2 ... i'Y"r\ 1~-="rf\.. Если < G0 '> <"Гf'L , то no теореме I? .2 

W [д)(G>G0)}==%. Пусть теперь ~ G0 ') ~rm.. Тогда 

6 0 = t~ ft2.. ... 'L::'Y't'\ ~~ ~ rде 't~ -> 't~, ... > CC'J'()E \ 0 , а ~~ Е Е 0 • 

Обозначим rt,::: \_(-t\. ./"LL)}) \''={(е)~~)~ )r=дUr1U ... UГ-m U r'. 
Множества \\ ~ \1 1 \\ Г.i Н) ..• , \l \' 'YV\.\l) t\ \'' l\ попарно не nересекаются. 
Кроме того, истинны ][Ь-1') 1[Гi1, ... ,J>[rml>1)[r'].пoэтoмy, 
по лемме I8.2, ) [ 1"} истинно. 

Теnерь восnользуемся теоремами I?.4 и 6.4 и nолучим 

W [д) ((5, Go )} : W [А, ( -l~ "><r.1)(1."L, rc.~) ... (t'r1' )'L-m) (е> ~о')1 = 
= W[r)e]. 
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Поскольку сnраведливо 1) [Г] , то no теореме 6.2 

'N [ L).) ( ~ 1 ~о) J-;:: VV [ Г) 0 ] ::: t f ~ . Те о рема доказана. 

Теорема !9.3. Пусть -l~ > -L 2 ') .•• > -t'YYI. Е "2 t, е Е G е, 
t Е 2. 1{) JE :2:.с*, а ~ - вектор пар отрок, nричем все nеременные 
-Lj ') t.2 > ... > 1:..-rn .е nопарно различны и не вхоДfiт в \\ ~ 1\ U \\ ~ \\ U \\ '8 \\ · 
Тогда, для любого GoE. Е;'о из W[Ь.>(t1-lz. ... 1:.'Wie~,~)~]#-й 
оледует, что W [д> С -!::..1 t2. ... -l'YY\ е~') бо J) ~ J ::f: Q5. 

Доказательство. Пусть Г Е. W [ !::>. > ( 1:.1 t2. .. :lm е '6 ,~) ~ ] . 
Тогда существуют такие отроки ~' и J'1 , что Гfft~i.2. .. :l'W\ е=~', 
\'#'~-= J11 и j>'J"= ~· При этом, nоскольку -l.t t2. ... t.m е. Е Е , 
по теореме !6.3 ~'Е ~о. Следовательно, 
Г Е. W [ll) ( ti ... tr(Y)e,_J>')(~,f'?яJ.пo теореме 6. I Г единственным образом 
nредставляется: в виде Г= r· u r'', где r' Е w [~,(-lj ... t.'М e)J->' ') J / 
rц Е w [ь.) с~,~")~ 1 

Поскольку ~'Е Б:о и G0 fE:Q , по теореме I5.2 GoJ'E. Е0 • 
Поэтому, no теореме !9.2 W [д>( -li t2 ... -lъ, е') ~oJ')] == t Г щ ~ J 

r н 1 (\ r 1\1 '" л где - некоторая: nравильная nодотановка. 06означим~и= 'Ll. 
Тогда \t М Н n \\ \''l [\:::.@. Следовательно, no лемме 18.2 1) [S1 U Г''] 
истинно. Тю<им образом, 

~ U rн Е. W [~, (t1. ... -Lme, r;oJ')(~)~ .. )~1~W[A> (-l~ .. :lm е~ ,t;oJ) ~ 1. 
Значит, VJ [ ~) ( -t~ .. .t"rl\ е '6 ')с$ о J) ~ ] =1= J'д. Теорема доказана. 

Теорема !9.4. Рассмотрим nравильную nодотановку !J. , nepe· 

менную е ')С Е Z е. > выражения G а_) G 6 Е: Е:, J Е Е~ и вектор nap 

отрок ~. Пусть выnолнеш следуiСЩИе условия: 

r. е-х ~ \\~Н. 
2. ~Q =rr1 1:2 ... 1:'1\, , где для кацого L = I ,2, ••• , 'Y'u 

либо rt' L. = е-А ) либо rt' L. - терм, жесткий nри Ь.. 

з. \\е~ 60-l\ С\[\\~~\\ U \\ ~ \\1 S: 11 Ь.\\ U Zc. 
4. Gв -::1:...1 t2 ... t"М е~ Gc.) rде. -l~)-\:.2.) ... )-t"N\ Е Z-t_) е~ Е Ze. 
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5. Все переменные -l.i ,-\:.2., ... >-L 'М> е'<1 - nопарно различны 

И не ВХОЩIТ В Н~\\ U \\Е: :с ~О-\\ U \\ ~~ \\ U \\ ~ t\. 
6.J=-f1J'~···fe, rдeJ1,fz, ... ,)1e Е7о. 
Обозначим J·L -=fi f-г.··/ ~ '~ JL'=fi_-t~/;..*2 .. )1 е . Тогда 

L[~>( е~ ба..~«,]>) \3] = L[ll/e~~o..,Ji_ ')] U Lf.~,(6~,Ji)Я J, где 
-k = 'Пl-l-Yt {_ \. \ w [~ > ( е:х: ~о.,~~) 1 =1= Jд }. 

Доказательство. Из условия 2 no теореме I9.I получаем, что 

e::c'G<t удлиняется no J nри ~. Из условия 3 no теореме I8.I 

следует, что \\ ~ \\ l (\\е -:с ~а.\\')\\~ е\\ \J \\ ~ \\) · 
Теnерь nредположим, что для векоторого L W [~ie,c:Ga.,J~~i..)]~ z. 

Поскольку е~&_ Е. Е, по теореме I6.4 J>i~ l Е Е о. Поэтому, 
из условий 4 и 5, nрименяя теорему I9.3, получаем, что д;ш JII06ыx 

L и j , таких, что W [~)(е-:с ~о.., ~.i~ ·L )} :F й и 
W [ ~,( e-;k G~, ~i~~ ')]i >3, как только t. ~ ~ и 
w [A,(G<S,~J+i:lj>\J~]:t {Z, ВЫПОJШено W[il,(G~,j>l.+i~lj)\")~]:;t: й'. 

Тm<им образом, выnолнены все условия теоремы I4.3. Следова-

тельно. L L~}Ce~GQ 'G~,J ')~1 = L[д,(e-x'Go.,~1.·.p)1 U L[~,(G"t)~~+.i ~ \J'} Q]) 
где р= ~~ \_ ~ \ W [A,(ex~a.,:?1:LJJ =i=- 0 J. 

Теперь осталось вспомнить, что если W[h,(e-x.Ga..,J>i~LI1 ~ й, 
то J ..i: L Е Е 0 . Поэтому существует такое ~ , что 
~ ~· ~11 J'i~?-= J ~,~Р+~'-\'1'-= J"-IL. Кроме того, если для некоторых 
. · · J · в ~~ в в' L~, L2 > J i > d 2 выполнено J 1: t..i= Jdi vt Ji'· '-2. =- J j2. , то . \ ' \ 

L1 < L 2. равносильно J ~ < cl2 , Поэтому 

~='h'U.n, {L 1 W [L1,(e-x:Ga.,JL )]:t,0}. Теорема доказана. 
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ВХОД 

'YII ~ ~ОоР \ О , •• • ) t ~ \ J 
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Рис. А .I. Простейш.ий алгоритм отождествления 
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Рис. А .2. У.лучшен:ный а.лrоритм отождествления 
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