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В работе рассматриваются три типа сверточных операций 

и доказываются теоремы о сохранении иuи оnредехениыr отно

шеииl иа множестве диarpauu. Приведвин примеры построения 

конечных сверток дха вычислительных деревьев машин ТЪЮринrа. 

ТЬrее ~рев of convolution operations are considered. 

It iв proved that these operations preserve certa1n rela

tions on the веt of diagr&88. lжaaples ot construction ot 

finite convolutions for calculating trees of Turing .. chi

nes are siven. 
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О. Введение 

Метод сверток, изложениый в работах ( I] и ( 2] , можно разви
вать, по крайней мере ,по двум направлениям: во-первых, путем 

испОJJьзо:вания новых бинарных отношений на множестве диаграмм, 

с помощью которых получаются свертки и, во-вторых, путем усиле

ния самих операций свертки. В настоJDЦей работе, кроме Р -сверт

ки, опреде.лJDI'l'ся операции .К 11-свертки, где f - бинарное от
ношение на множестве А 8 слов и сверхслов в алф9вите А , а 
таае - zср_свертки, где q> - бинарное отношение на множест
ве диаграмм. Операция .IСI".-свертки более смьная, чем операция 
1;-свертки, однако в случае, когда f - побуквенное отноше

ние , замкнутое отиосите.льно riреде.льноrо перехода, К, IJ -свертка 
произвоJIЬной диаграммы находится с ней в отношешm 1~ ( теоре
ма 4). zср-свертки ВКJIIIЧВJJТ, как част:ннН случай, так называе

мые свертки по ветвям [ 2 J , nоэтому д.пя некотороrо подкласса 
тапх опервций JIII6aя диаграмма имеет конечную свертку (теорема 5) 

Применение опервций .КJ1-свертки демонстрируется на внчис
лительиых деревьях: машин ТЬIIрИНГа, ВШ10JIНJJ111ЦИХ умножение чисел 

в унарной системе и перевод чисел из унарной системы в двоичную. 

Дпя ВНЧИСJIИТеJIЬRЬIХ деревьев эпх .мвmин: IIOJiyЧeRЬI конеЧНiiе J{J,...
свертп, где h - специаJIЬНое побуRвенное отношение. 

ПocкQJIЪRY охазапось цапесообразннм изменить некоторые поня

тu, введеННЬiе в ра6о'1'8Х [r] и [2] (сохрввив первоначапьну~~ тep
МIIIIOJIOI'JII)) , то в васто.вщей работе да11'1'СЯ вовне определения ряда 

noiUrl'ИЙ. В частносп, расширено пowr.rиe <р -свертки, Ч'rо делает 
его 60Jiee гибким и yвeJ[J['IIJIВ8eT :ВОЗIЮ&ОСТИ припожений. РасmиреНЬI 



4 

таае повиия: поdухвевиоrо отношения, оmошевиа h. и О'I'ВОmевия 
It . В связи с зпм дано иовое доказате.пьспо те~в об ус'l'Ой-
чивосп О'l'ИОШеиd Il . ~ . Qf. r; .1f;,'. ~4 . rдef -
цроиэ:во.uъвое mdyueвиoe отиошевие , SSIIXJIY'lOe отиосие.иъво цре

де.иъвоrо пере.ход~.~. ( "rеорема З) • Пowmre замкву"tОсп побуаевиоrо 

оmошевва опос:пелъио пределъиоrо перехода JПIНО опреде.пае'1'0а 

впервне в вас'1'0sцей pado're (в pacSo'rax [r] и [2] оио испо.п.ау
е'tеs: иеаио). Посколъиу 8'1'0 свойс'rво существевис .цпа прв11088иd, 

в час'.L'Иосп д.пя: ухазаииой 'reopeiiН, '1'0 приводи'l'Сs: доста'l'Очвое 

ус.повие З8JIКВУТОСП отиосие.п.ио предеп.воrо перехода цроиэ:во.ш.

воrо ПDdуквеииоrо опошевиа ( нореJВ 2) • Соr.пасио &'1'0JIY умоВИD, 

вапример, о'.L'Иошевие h JD~JZJ~eтcs: s8111ЩV"1'1D1. Так :как вовое пowmre 

опошевва h J~ВJIJ~eтca 6oJiee шиpolUDI, чем введеииое равее, то 
COД8plfВJЦ88CS: В работе [ 2] ДOit8.S&'reJIЪC'rВO 'rеОреМН О сущеС'lВО:вавии 
:коиечвоrо h -базиса у произВОJIЪИОrо мноzеспа с.пов и сверх:с.пов 
IID&e'r CJJYD'1'Ъ до:казате.пъст:вом и д.пя: измеве:киоrо опошевиа, пoa

'l'OIQ' иовое доиазательство s;цесъ ве приво;циса. 

В СВ83И с измеиевв:ем nOИJrru <f> -сверs~~ иескОJIЫЮ DJ18ВВ:Л
са и :крперd сущесuо:вавu: :коиечвой c:вep'rD, ПO&'l'OIQ' а цриво

ДIIII ero с JIO.JIJUIII дo:кaэa'reJIЪCDOJI ( 'reope• I). 

I. ер -c:вewg. 

Как и :в [ 2] , СSJ;цем ваsнва'l'Ъ Д181'11818К)I с:вавоl ориеJ1'1'11Р0-
:ваииd rраф, 1 :кo'rOporo :вв;цuева ие:ко'l'Орва :вeJIIIIIR&, ваsв:вае8s: 

:корием и odu....,R 'fем c:eolc'r:&oll, Ч'rО из вее сущес'1'Вfе'l' (ориеи

про:ваввкl) IIJ'IЪ :В .пlld.J» д'P11!1IJ :&epJIIIIIIY ИJDI, АР3'111МИ C.ПO:в&IIJ[, 

Jlll6aa :верава, O'fJIIIЧIUUI O'f EO];IIJI, S:ВUВ'rCS: ero пос.педо:ва'fе.пек. 
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EcJ:: \Г - верапа Д1181"р111аа1 ~ , 'l'n ПOJJII8JI DOJUUW'~ 
~'lt два:1'РВМ1А1 ;)) - 8'1'0 ~ С IIOJII811 tr" , СОД8:1J8ЦU 
все поо.~~едо:ватеJD( вера~~J~К V'" :в ~ в 'l'O.IЪJtO п (ве счв'l'U 1Г ). 

Поuваrрвмма ']:)~ ~ t) вааквае'l'Сs :ввс11Чеl, ес.а 
она o'l'JIИЧII8 от t:J и в В8}8&, не JipJIJia,ЦIU&IUП ~1., ве :вцr.r 
дуrи ви в O»fY n верав DOJUt118.I'P11181 :2) :1 , кро• ее КOJIIL 

Полвое подде:р':во два1'Р181i ~ - 8'1'0 :ucaчu: DD.EJU под
диаrра11111, ЯIIJIJDIIIIUIOЯ деревом. 

Пусть имеетсs .циаrрамма 1J в 6па);110е o!'IIOIIeвn <:р на 
IIRODC'l'вe диarpallll. llpeдDO.JOJDDI, Ч'fО 1/llA В8КО'1'0ра DOJIIIIIX ПОД

дваrрвмll ~'lt'"• :Рц. диаrрв1М1 :J) JIШO.IJUIDrOJ[ o.ll~e JCИQ:вu: 
I. под.ци8.1'рВIМ1 ~.,..- висачая; 
2. верпива U. не SВJIЯМ'СЯ IIOC.IIe,цo:вa'fUeм вe}IIIIIIDI V"' и ве 

COBПSJU!e'l' С вей; 

з. g)". <р :Du. . 
Тоr.ца Р -свертоЧRНМ мrом в примев8111111 к ~ ~. 
:Dw. назовем СJiе.цупцуl) опер8Ц1111 пpeoбpuo!IIIRU ~ :J) : 
уд~UJ~ем поддиагра~~~~у 3)11" в все liYJ!И, ко'l'Орве ве.пи в ее коревъ 
1r , ВIШp8JIJIJieм в :корень U. по~ Юи. . 

Если диаrраN11В :J)~ ПОJJУЧ8В8 D ~ 'XJ С DOIIOJIIII) OJ;

BOI'O с:Р-сверrочвоrо шаrа, '1'0 oбosнaЧIIII: 3J >t-X>1.. Траввпив
вое s8llilt8ВIIe опошев:иа ~ oбosнaЧIIII черев ~ • O'l'вo88DII 
~ и ~ будем ваэвва'1'Ь O'!ROIIIeRJISII8 q> -с:верпи :uи <р-
C:&eP'fO'ЧIIIilllt O'!ROIIIeJIIUIIIII. 

Если g) -:2-XJ', то .циаrрамму 1J 1 ваэовем Р -оверпоl 
Д118.1'р8111о1Н '[) (ИJIJI просто cвep'l'ltOй, eCJIИ ясно, о каком О'l'ВОIIе
вии Р идет речь) и будем обозначать ее ивоr.ца черев fJtl? . 
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Пос.пе.цовательиос'1'ь диаrрамм Х)о, XJJ. , ;}),_ , ... таку~~, 
что :D0 )/ ~t. J ~1. )f. ~а. ••. , вазовем <р -сверточиоl 
ПОСJiедовательвос'1'ЫI дu дваrра101Ы ':D0 • 

Оче.вв.цно, Ч'1'0 eCJПI свойс'1'во С:Sнть .висJАей под.циаrраJN>й ре

хурспно (зто Вiiiio.IDIЯe'I'OJI, например, .цпа деревьев) и отношение 

ер рехурс:оио, '1'0 сущеспует 8JП'Ор81'1'11, М1ЩИЙ конечвуJ) 'Р
с:веРDУ д.IIJI воех 'fex дв:аrРf1181, ДJIJI которых конечная: Р -сверпа 
CYJ11ec'1':вye'l'. 

JWtD OДIIJI :кри'1'8рd cyщec'1'ВOВВJIIIJI конечинх 9? -сверток .цпа 
СSес:ковечввх Д1181'р118. 

lfвоаес'ПО V Be];IIIJIII дваrра101Ы ~ назовем сечением, eCJDI 

JDICSaJI СSес:ковеЧВ8J! прос'l'ая (т.е. без ЦIПUIOB) ветвь диаграммн [) 
CO.Jt8}W:II'1' XO'l'JI бн 011ll3 .вераву ИЗ v . 

EcJDII V - веко'1'0рое миоаество вершин .циаrра.ммы 'J) , то 
oCSoaвaЧJDI через 1Jv ~, хоторая получается из 1J У111i
.. ев:вем всех по.и:внх ПО;ддваrр8101 ~'~)"'" , где v-Е V (причем Y111i-

JIJID!'OS: :в oбpaayDIIIIecs: висячие .цуги) • ;"\ 

_lqeЫt~1;. 
Теореа I. Пусn <р ~'l'рJIВэитивное бинарное отношение 

ва мвоаесuе Д1181'рВJ8, и пусть 'JJ - бесконечиаа диаграмма. JUzя 
сущес'1'ВО1181DU1 :ковечкоl ер -свертки ';д ер необходимо и достаточ
но, 'lтобн в 'JJ IIIШПОСЬ :конечное сечение V , yдoВJieтвopSDII(ee 
c.пeДJDUD~ .цум ус.по.ви.sм: 

(I) д.u JШCSol вершивы 1r из V по.ц.циаграмма :IJ",. висячая и 
(2) .ма JШбой вepJIIIlRii 'U' из V в .диаграмме '15у- вайдетса тa
lWI :веJ8118 V' • Ч'fО ~..,..ер 'J)'/)',. 

~т,е .9 ~x:r~~e.:r~ '1'-~~~имц_ 
!) N..f~~~ (CJ\.\. с.ту, 1~). 
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t НеобхоДIDI)сть. Пусть существует :конечная ер -свертка 
Х>~ бес:конечвоl ,11;181'11В181 XJ , • пустъ :Do • dJ , 2).1. , ••• , 
.•• 2:>..= 1)~ - соопиствувqм 'Р-сверточвu поСJiедоватеп.-
востъ, r-де ва i + ~~ сверточвом lll81'e (т.е. при переходе от 
:IJ;, к 3JL+t ) отбраснваетса ВIICJIЧ8JI пou;urp&J~Мa 1:J.r: , 

• ~t 

L • o,t,.... n,- ~. Поско.о.ку ковечвu Д1181'р811Ма ве со.цер-

1111'1' беоковечвнх прос'l'П вет:веl, то дu Jlllбol бескоиечвой простой 

вет:а L\r" ,1UI8I'piU8III 1J существует i , 0 Е i. < n , тахое , 
что векоторd бесковечвd отрезок вет:а &J" co.цepal'fCa в dJ'IГi. • 
А так как по~ ~"L 1111c.naa, то ветвь t..r дОJ.DШа про
ХОДII'!':Ъ через В8р811111 'Vf • ТaDII Обр18011, 11В0&8СТВО v = { 1JO , 
V":~, , ••• , 1Гn-J.J JIВIIJieТC.II сечеви• двarp8IIIDI ~ , yдo:ueтвo-

p&IIUIII yc.пo:вtlll ( I) • 

По:вааем, что 'ВRIIOПIFATCJI • ус.-о:ае (2) • IJ;устъ i + t-1 

сверточвd 11В1' пpDeiiJI8!'CJI к по~ rJ)'Vt, X)v:' д1RU'
pa81 3Ji • • c.teдoвa'l'eJIЪIIO, :D'Iliq>,l)"'i'· i,.o.t,.L .. ~n-f. 
Ес.а бв DeJ8В& vt' .188&18 щутрк BeiCO!'OpOI ПОдАJW'РВIМI Dtrj • 

rде ~<J.< n (ПOJW181'P11181 2)11'о ••••• 3)1Ji-J. В дваrрв1818~ 
уа нет), то в дваr11В18Х :J:>;,н., ••• , 2)j. ПОд.I!,iШl'р/188 с2>;. 
ве Chura бв вискчеl и :к веl ве.п.за бнио бн п:риЕDТЬ <р -сверто~ 
вв1 1181'. Поиоuу ве11JП1В8 "'t' JI.PIIILЦIIeDТ .101бо по,цд1f111'рВ81е 
::Dy, .обо сечеВDI V . В перэом CJJYЧ&e ус.повие (2)ВiiDO.IReвo. 
Пре.ЦПО.ПОDII, ЧТО 'Uf1 COВDВJUteT С веКОТОрОЙ Bep!IIIDIOЙ ~ ИЗ v , 
rде j.. > L ( j ве JIODT бвт:ъ мев:ъше i, , поско.п.:ку .вeiJIIIDIII 
110 , 1Г 1.. , ••• , 11-.1 в XJ i ве содерка'l'Оя) • По определе111111 
IIВО&ества V существует вe};IIIIIВ8 Vj' , та:каа, Ч'l'О XJ"J. 'Р~!· 
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прnем "J1 JI1JDUliUII'l JDiбo DDoUJ18I'P811118 rov , JDiбo E08ect'-v 1 -ву • Ec.u :&epiiJQia ~ IIPJIIUIМUП 2)у , '1'0 ус.иопе (2) 

WDQII88D, uосво.п.в;у c2>vt. <f> Д/ :в c:uy '1'р8ВЭП'DВОСП o'!'JIODie-

вu ~ • lc.D ае vf.e V. '1'0 uaв'I'Opu ~е р&сс;рдепе, 
1111 .Dбо Oбвap,JDII .IIIШOIJieвlle yc.IIOВU (2), JП1бо D0.1JЧ811 el(e 011111 

:вepDIIJ 'Vt D EODC'fll& v 'f&Кyl), Ч'1'0 :Dv. q> ~ , uрачем 
k > J-> i, . Тu как 180aec'f110 V :конечно.. '1'0 &'I'O'f uроцеос 
доuев 8880nncJI sоем, Ч'1'0 .ua ве:ко'I'Ороl :вервJ~ВН Vn, ив V , 

• • 1 ----
r.u m > k > J > L , существует :ве:рпвва V", ив :I>y souu, 

Ч'10 ~V'"' ер 2)"~, uprч811 ~~ р XJ."",. В c:uy 'fPВJISПИВIIOC'l'll 
O'fВOII811U ~ тоr.ца j)~ ер XJ.r:., в с.пе,цр:ва'fе.ПЬво умопе 
(2) 8110.111еВО. 

Дос'f&'1'0111100'1'Ь. ПpeДIIO.IIODII, Ч'1'0 V -ковечвое сечев:ие 
д11&I'Р118В :1) , yдOВI:e'f:вopsaqee умо:вuм (I) И (2), М1 Jaaell 

CЧII'N.'l'Ь, Ч'1'0 оечевве V 1МПJ11181tЬВО , !'.е. при llilбplшiDIIIIIII о 
веrо JJIIбol :вер1111111 ово перестае'f бв'1':ь сечением. Тоr.ца oчeИQIIO , 

Ч'1'0 IDilWEE д:ве :ве18J1К о V ве п:pJIIIВAiu&'f одвоl :вe'f:&ll, ибо 
:В JIPOПEOII с.qч&е :В c:uy С:ВОЙСТ:ВВ (!) 'r1 D 8'1'П :&epiDIJI, :КO'I'O

pu: -'fOa пос.uе,цр:ватепем ,1UJ1I'OI, 11)80 :внкввтr:ь D V . ве 
аиаъ с:воlс'f:ва V б11'1'Ь сечением. В o:uy ус.10:вd (I) • (2) 

'l'Or.цa 11& .._ примеп'1':ь Р -о:вероrочвые IIВ1'JI ко :всем поддur
ре-. ::1).., , rде V Е V . В реsу.п.таsое 181 JJЩЧD q> -c:вeptl'-
7!1 :l) ер , К0'1'0]18а ве соде];IIП' бео:ковеЧВIIХ JIPOC'l'ВX :ве'f:веl, ибо 
:воааа 'fUU :веu:ь :в дваrр818е '1). прохо.JtП через BOO'I'OPJII :вер
..., D V . Во 8'1'0 оавачае'f, Ч'1'О о:верпа '1J g> :ковечilа. ~ 
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Ес.п ер - 6пqвмt И11»811111е ва веи~рок 1111011еспе т 
в Ot S. 7ft, , ~ -.-onouo J,. S Ot 11В8118.ИU q> -
баавсом 88)80Da (}(, , ео.в ер-~ 2 OL , "·е. дu :во• 
:коrо rA а Ol :в /". ваЬиса tuol u:емеп J , wo 
J..'P) . 

В .. ...,. c.tQCDU: D 'ftlopeiDI I дu 'f18В8В'!QВ01'0 ОПО1118-

ВU q> ва IВOUCDI .-rJ1118 в дu пpoaJIO.IЪII)ro J~ере:ва 
JЮ.11ЧВем. 

ПPМl91!Rt I. 1сп IВIODCDO :всех 11AD1D ~реае:в же

рева ~ 8188'1' :кове1111111 Р- баUс, '1'0 о~D7И JEOD'UU 
ер- о:верпа ~ !' . 

Ес.п А. - пpoap:urыqd 8.llфulrf, k - JD.IDD'f8.IЪ8Dt ва'f1118&
вое чвс.ао, ~ A..k -Jt1Вl"P881)1 JII.8Jillae!'CJI 'fU8II ,U181"11888, "UO: 

I) uuol ее ве~ВJ~е ".. прmвсuа буuа J.v а ...._А; 
2) JJO.IOD'f8JIЪJI C'f8JI8JIЪ .Diбol :веравв 88 пpeJIOCXO,IUI'I' Jt. 8 

3) воем J31'811, JIIШ) ..... ИЗ OJUIOI вt:piiiiiii,:ВIUIIIIOO,JU10888111n) Iq8-

IЖ8Rii бyDi &1i!ВВПа &~е- { o.t ..... k - t J . 
дJra, :кo'fOpol пр~~ПЕава буаа С1. D S t , ..... e'fC.s: 

(1-.цyrol. 

* Jtu :araQOro dDa}lroro oпolleJIU :f ва Eoaeoue А 8 -

Ji U А :всех с.~о:в в с:верmжо:в :в 8Jlфaвlrre J. • о~ •eon 

бвварввх 0!'11).... I1 . r; . ~ . ~' . j~,., • 2; • 
IIIIDDO'fвt :всех l. k, -JtU.I'PII8 с.1~ обрuом I) • 

I) Oпpцe.IUI881e цео~ ~-a.s: }f в l~ ~ o.uo-, 
o'fJio•eвd p&Ckmr [2]. Ово8евu T:f , ~ , "21 • Q., - '1'&

:кве ае, JrU в :в [2]. 
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Фу'Jоща1 Р о O'l'OбpeP'DIIJI) IIIIOaeC'f:ВO v~i ВСеХ :&e'fвel Дll
arp818111 ~i ва ( :в ) IIIIOZ8C'1':ВO WI01 :всех :ве'f:веl .JOI8I'P!D8IЫ 2:>1 

В880- CUJoii00,1UI08&a"DDOЙ, ес.а дu пpoDJIOJIЫINX :вепеl k7i • 
'Ц;d0~ d..j, ••• • "'t = Ц:J:v~~·· ;цii8I'pll8ll [)~ таки, Ч'fО 
да ИUO'fOPOl'O ~ 0: d."' ,1 ol.,.. , эвачеивs: g' ~ = U, С0 ~С._ ... 
• • • • 9' Wi = и~ cJ и~ с~ ... 'fUOВi, Ч'fО дu иeRO'l'Oporo n~m: 
с ... ,~ с~ . 

Ec.u ~ = 110 da ~ dt • • • - :какоl...пбо цrrъ :в иeRO'l'Opol 
J.k. -дваrрв11118, '1'0 обозва'ЧIIII через А \J" ПOCJIЦO:&a'l'eJIЪJIOO'Пt 
А. 'Ц, А.1Г:~. • • • CSyu аи(Uита А. припвс811ВНХ :&ei8JIВIIII цуп \J' 

Дu JipOBSIIO.IblUIX А. k;. -ДИ11I'1)88 3)-L ,1JI. ПOJI8.I'88M: 
I. ~j,~;f~2. ( ~ .. I~ 2) 1 ) тor,JUa • 'l'O.IЪEO 'l'Or.JU!, кor,JUa 

O~ПJe'f СIUIЬИОО.ЦВО3В8ЧНВJI фуикц1ш ~ о O'fOCSpen.._R IВОDС!'

:ВО WI04 ва С :в > мвоаест:во 'W:D2 'fax, Ч'1'О AU .lllбol :ве.,. V 

а W3J~ ВJШOПIIМOJI О'fИОJDеиие Д w-f Afw- · 
2. 2>J.l'f ~~ ( ~ .. Т,' XJ 2 ) 'l'Or.JU! • '1'СШИО 'fOrM, JEOrJUL 

cYJ(ec'f:вye'f фупцu ~ , отобраwе.._а "WIOJ.. ва ( :в ) 'W2>a 
'fU, Ч'1'О ДU .lllбol :&е'fВИ \J" D w~L В1Ш0П88'1'0J1 O'fii088De 

д w-fAfJJtr. 
з. ~4.Qf~A ( ~L Q~ Юа ) тоrм • '1'ОJ[ЪКО 'l'Or.JU!, xor.a 

С,Щ8С'1'Вfе'1' О'l'НОIIе:НВ:е 'f s; WXJ~x wю" тuое, Ч'fО 
qJ W1)i. "JJ:D,_ < giW[>~ cWIOt >. прnек ДIIJI JШбой :ве,_ 
U \J'" D "w:l).t.: !Р W' ,i (2j ( 'f. е • gJ - EOl'OS&a'ЧВIUI фуи!щц, 
о'1'0бре...._к llllo&eouo WX)~ ва ( :в ) IIIIO&ec'fВO ~ ) , и дu 
JIIICSoro w-' D g:>W :в&JICW~seтcs о'fИОвеиие: Aw-fAv~ 

Очевцво, Ч'I'О I;f ~~с. Q1 и J~ c1fj1 С Q; . 



1I 

Оче:u;цво '!'&De , Ч'!'О 8CJD[ O'!ROIIeJIIIe !- '!'piЩSil'l'IOIIIO, '!'О 

'fPВIIIВ'l'DIIВ • O'l'ВOJieВU Il . 1: . ~ . У,.' . 21 . S2; . 
Вuвн1 в примадвом аспепе подuасс биварап опониd ва • IIВODC'!'De { OбpuJII! '!'8l!t В8SID8.eJ1&18 ПООуuеввЬlе 0'1'ВО118ВU, ко-

'!'Ор!18 ... опре.Jtе.ом CJI8JIJIIQIII образом. 

Jlyc'!'ьN <N') обоsвачае'!' IIRODC'!'ВO всех (DO.ИOD'!'8.IЬIDIX) 
ва'!'УJ)UЪвп v.cu, N~ = { 1,2, ••• т}. J/0:, = N'. 1u проа
:вап.воrо d.. ив А. 8 oбosвaЧIIII: tJ.. -~ мова ~ , ес.а 
ol Е А* • • tct. "' оо • ec.u ~Е J. 00 

• Jtu вcmroro вa'l'JPILIIЬ
вoro v.CJIA i.. '!'UOI'C, по t ~ i.~ tJ.. . df.Jte• обоввачаn через 
ci[L] i -111 по по~ 6'1D1 (сверх-)с.-ова о( ol [ i, i. J -
в'!'О вачu:о ДDВН L (сверх-) сжова о( • '!'.е , сА..[~ 1 L] .,. 
J..[t] ~(2] ... ot[t] . • БааJВОе o'l'ВOEJIIIe f ва мво:sестве А вавове• пodyueiDI8, 
ec.D ОВО 7.JtC:Мe'!'ВOPJIВ'!' CЖeдyiЦIDI JC.ПOВJUDI I): 

( :f I) EoJJВ t:J. f} , '!'О 

<f I.I) о(. .]>f.A* .... t:J..)'EA00 
• 

1 ( f I.2) оущес'!'вует фув1:ца v . отобреzерqек .N,l ва 
м, '!'8l!t8JI, что .ц,u: .DJ6oito i, D NU' :ВНПСЛИS8'!'С.11 рu8ВС'!'ВО 

<fQ, >: ~[t]=ji[~L]. 

I) Опре.це.u.еJЮе цесъ повапе шбуоеввоrо o'l'ВOIIeвu о'f.ПЧ88'!'0.11 
О'!' O,ltiiOИII8JDIOI'C ПOJIJl'rШI, ВOJJOJПo8181ЮI'O В рвбо'!'&Х [I]_и [2], 
o'fCy'!'C'!'Dex '!'p8бoВIUIIIJI иовечвосп прообраза ~- .. t . Кроме 
'!'OI'O. в рабо'!'ах [I J • [ 2] иеявво подраsумевае'!'ся sамкиу'!'Ссn 
посtух:веииых oтиo11eJDdt о'l'Восие.пьио преде.иьиоrо пepexo,Jta 

(см. иае). 
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с f 2> EcJDI rJ.f" и rfS' . то J-lfJ~. 
( f З) Отноше1111е f рефпексивво и 'rрВИЗПDВО. 

ФуикЦИII У из YCJIO:ВU ( -J. 1.2) будем назквать сWвкциеl, 
ocyщec!'ВIJIIIQel опоше1111е J.f} . 

Примерами побуквеивнх О'lНОШенd ва мвоаестве А • JПIJISD)Тcя 
диагональвое ('1'0Jr,Цествевное) O'l'ROШelllle fo = { ( J. • rA.) : 
~Е .А 8 } • а тахже отношение ~~ такое, Ч'1'О д.пя npoизВOJIЬRiiX 
rЛ • } из А €i J... f J тогда и ТОJIЬКО тогда, хоrда ВШIO.IIИJDIТcя 
условия ( 3- 1.1) и ( f 1.2). Не'l'руДВО убцпься, что О'l'ВОШеиие 

f~ удов.петворает усло:виsм ( ..J. 2) и ( f З). и медовательво, 
JIВIIJleТCЯ ПOбyueJDIIDI. 

В массе всех побуквевишс o'l'ROшeнd на мноастве .А Ф о'l'Во
шевия f0 и .Ji SВПJIII!'OЯ, соответствевво. вaJIIIВRЬDIIIII и ваибо.иь
шим ПО ВltiJI)ЧeВDI. 

Побухвенвое отношение f назнвается отношением без пред-
вос:х:вщенu, eCJIИ дu: .1111бнх rA. • } таких. что J. f fl , это 
о'l'Вошеиие осуществuвтся фушщией V • yдoв.пe'fВOp.IDIQel умо-
ВВII: .uя Jlllбoro t : ~t~ L ({ ~ L~ .(,~). 

Среди '1'ВИИХ o'l'ROшeвd :ваву~~ ро.пь :иrреет о'l'ВОшеиие h . 
которое удобио примеwrrь при IIOJJYЧeiiiiИ коиечнвх сверrох :внчис

.пите.пьвнх деревьев (см. првмер,~ в разде.ие 6). Мы oпpeдeJDIII ero 

СJiедупц~~~~ образом I) • 

1) :как и д.пя про:аво.п.воrо по<Sуквеввоrо o'l'ROJDeВИЯ это повяпе 
о'l'ВОшевиа h J~~~JI.J~Иcя бо.пее широЮDI, чем в работах [I J 
и (2] . 



ts 

JLu про88JIОJ1ЫПП ~ • ' В8 А. DOJIAI'&ell: с;( h, fl 
тor,u • 'fOJibliO 'l'Or,u, кor,u r:A •} Е А.* UJI d. .Р,Е1 А 00 

В CYJ118C'l'ВJ8'1' ~ i , O'fOбpeUDI(8R: IIIIC88C'lВO :лt~ на 
А// • 

80DСПО JVtJ В yдoU8'1':ВOPJDIIUUI AU .Dбoro L 'l'aкoro, Ч'1'О 

t~ t ~ toL . CJI8JtVIIIIIDI ус.ио:вuм: 
( h I) <A.[i] =} [" L] ; 
( h 2) ес.п ~L> { В t~m<~t, ТО С1ЩеС'1':&у8'1' n< t 

'!'акое, Ч'l'О "V n., -т ; 
( h З) ес.п rA Е J.* , 'lO vi.t:Л. = tp_ · 
Нетрудво уСSедв:оrъся, 11'1'0 О'!'ВОшеИIIе h ~оя побуквев

ВНII o'l'ВomeИIIeм без пpeд:вoCDJЦeRIISI, причем на мвоаеспе А* 8'1'0 

о'l'ВОШеИIIе рекурсввво. 

Сущеотве11118S1 осоСSеввос'l'Ъ O'l'ВomeRIISI h оос'lОи в '!'ОМ, wo 

Jlllбoe подмио&ес'!'во мноаества А • :вмее'1' ковечвнй h.-баавс (до-
казате.пьотво ом. в J;8бо'1'е [2] ) . Друrое вuвое свойство этоrо 
отношеВВSI - З8JIКВУ'1'0С'1'Ь о'!'ВОсие.пьво преде.пьвоrо перехо,u CJie

lfYeT из nривоДИII)й вае '1'еоре1111 2. Свачаиа опреде.ам это поияпе 

Пусть р :}/t-+JI~ 11>ВО'lОВВО :вoзpac'l'aiQU а];llфЕ'l'ВЧесиав: 
фующия, oпpeдe.Jieiiii8SI ва :всем мвоzестве .N . iL;a с:кааем, чоrо пос-
ледовательность oвepJWJioв r/..0 , ti..~ , t:A-2 , • • • ( I) Р- схо-

дится к сверхС.IIову rA t Ч'1'О обозвачвм: tAn. r rA. есп МJI 
JIJX5oro натураJIЬноrо чвсла n : otn.[4.r(n)] = c:t[ .f,p(n)] • 

Обозначим: ~--+d.., ес.п OYJQecor:вyeor фуию::tвя р '!'акая, 

Ч'1'0 r)."_ 7 с;(_ • 

Будем rо:ворить, Ч'l'О побуквеввое O'!'ВOJIIeИIIe f- замкцуто 0'1'

иоовтельио пре.цельиоrо nерехода, ео.пв :выпо.uшется сле~ее 

условие: 
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(f4) если· rАп ~ сА • v n ~() f ~ n.. ' то ~о f ,л 
Пусть (; - какое-либо свойство (частичных) арифметических 

функций. Мы скажем, что свойство G локально определимо, если 
для произвольной· функции V :#1.-.N' G(i) тогда и только 
тогда, когда существует монотонно возрастающая функция р такая, 

что для любого n: G(~ /.Np~n)) ' где v INp~n) - ограни-
чение фун.IЩIIИ ~ на множ~:Jстве N ~ln) • 

Примером локально определимого свойства является свойство{tL2) 
из определения отношения ft , так что в силу следующей теоремы 
отношение ~ замкнуто относительно предельного перехода. 

Теорема 2, Пусть f - побуквенное отношение без предвосхище
ния такое, что д.ля произвольных сверхслов rA.,_j, отношение d.fJ 
выпопняется тогда и только тогда, когда существует фун~я ~ 

осуществляющая это отношение без предвосхищения и обладающая не

котррыми локально определимыми свойствами ~~····• ~n\. Тогда от
кошение jF замкнуто относительно предельного перехода. 

Доказательство этой теоремы не содержит принципиальных трудно

стей, позтому мы опишем только его схему. Пусть ~ удовлетворяет 

посЫJiке теоремы. ПредпОJiожим, что tAn ?ol-. и Vn r/.0 fd.,,.,. 
Функции ~n , осуществляющие отношения J..0 foi,.. , можно перестро-

/ ... \' ,\1 ИТЬ В такие функции ~n. , ЧТО ДЛЯ ЛюбОГО n фуНКЦИИ Yn. И Vn+t 

иа множестве Np~n) совпадаюr и обладают свойствами G ~, ... , Gnt. • 
Тогда нужную функцию ~ • осуществляющую отношение tAo f t:A, , 
моuо определить как фун~ю. совпадапцую на любом множестве )/,~) 
с фун~ей v~ 

Основное свойство побуквенных отношений, замкнутых относи

тельно предельного перехода,. состоит в том, что ПСDрождаемые ими 
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O'rJIOШeвu ~ • rде t:p€ { I, r: 1р". У'. Q . Q' /, oбпaJa-
ll'r ОпредеJrеВВОI 88111ЩУ'f0СТЬ11 O'l'JВ)CВ'l'eJIЬВO ~ - СВер'1'0Ч11НХ 
EI'OB, Ч'1'О ПOЗВOJIJ!e'l ВСПОJIЪ80J8'1'Ъ 8П OD08eDa ДU p88pelleDa 

свойств бесJШвеЧIIНХ А. k.-д1UII'P&I8 цrtем по.иучевu ковеЧIIНХ 

~ -сверток. Ч'fОdн сфо11Q'прова7ь атоl своlспо бо.иее 'fОЧВО, oп
peдeJDDI ПOIUIПe JС'fОiчввоСП O'l'IIOJВeвd. 

Будем rо:вориь, Ч'1'О бива];IIОе oпoшeJIIIe q:> ус'fОiчвво ва 
мноаесоr:ве "U дваrра~~~~, ес.п дu: JШCSol дваrрв181Н {[) из V 
и JШбой дваrр81М1 3)' ora:кol, Ч'1'О 3)~1)~ JIIШO.ШIJ!e'I'CJI усло
:вие:d)Ср1).' <!с.п мвоаеспо 1J 8811КВУ'f0 опосие.иьво ср-свер
'fОЧIIНХ IIIВI'O:В, 'fO JC'fOЙЧDOC'l'Ъ O'fii088ВU ер ва IIВODC'l'Вe il 
ак:ви:вапев'l'В8 'fOIQ'. Ч'1'О ~ S. <р ва 1J ) . 

Ясно 1 Ч'1'О еСЛИ O'I'ВOII8JIIIe <J? 'fРВВ8ИП:ВИО И устойчиво 
ва мвоаестве V Д118I'р818, то .1WI .DICSol <р -сверп:к !J)'P i> 
проиа:во.пыюl диаrр&181Ьl ![) а 1J" JIIШOJDIJieтca уСJJ:овие: X)<J>9) • 

До:ка&ем теперь осво:вву~~ теорему о побу:к:веВВIП сmюше~~J~ЯХ. 

З811101УТВХ О'l'ВОСВ'l'еJIЪВО преде.иъвоrо пере:хода. 

Teopew З I) • Ес.пи f - побу:квеввое om._ •11евие ва ~~~Юаестве 
А. Ф, 88IIКJIY'l'Oe отиосиельво преде.пьвоrо перехода, то 

I) .Аиuоrичвая теорема в 18боте [2] сфоJ11Упровава в бо.пее 1 
CUЬJW).. фo];lle, а И118ВВО: все опошевu '4 . '1lJf • f? ~ .11 ,. 
~ .~/~ устойчв:вк ва мноаестве всех А..К.-два.гра~~~~. Однако, 
ва с~м де.ие, .us: о'l'ВОшевий 11 и 'У'; 7ребуеrоя оrрв.вnе
вие, например такое, :ка:к в IJYВК'l'e б) вастоJDЦеl теоре111111. 
Оrкепм, что пер:воrо оrрав:ичевив: из Ц111lt'1'a CS) достаточно 
.us: тоrо • Ч'1'0бв теорема ВНIJO.JIJIJIШШЬ AlUI произ'f!ОЦЬllНХ побук
веВВIП опошевиl (т. е. ве об.азате.иъво 8aiiКJil'lНX отвосие.пь
но предепьноrо перехода). 
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а) ОТНОШеНИЯ Qf , r; , 141;' , Q: УСТОЙЧИВЪ! Н8 11110-

JteCTBe :всех А. k--диагрвмм и 

6) отношения !1 , ~ устоЙ11ИВН на 1111оzестве таких .A,k.
диагр81111, .мя которых Р -сверточвне ID8I'JI: (rде PE.{l;~ 1 1J!ij) 
nримеиимы TOJ.[bl(O К Таким парам ПО.цдивrраiiМ 3Jv- , :Du., ЧТО 
вершина ",... не ЯВJIЯется: шс.педовате.пем вepiiiiПIЫ и.. , либо 
поддиаrрамма ~и. состоит из одной ветви: (не СЧИ'!'8.11 ус.повий 
I-3 из оnреде.пения: <р -сверточвоrо mara) • 

t а) Пусть 'PE.{Q, . r; '~' .Q;} ' rде f -по-
6ухвенное отношение на А 8 , замкцутое отиосите.пьво nреде.пьиоrо 
перехода, и пустъ :1) - произво.пъиая !,k. -диаrра1818. Нам вуuо 
доказатъ, Ч'1'О JIII6as: .А..I<..-.циаrрвмма 3::)1 , ПОJ1УЧеввая в резу.пъта
те пр~~~~еневия х диarp8IIJote ;}:) одного CJ? -сверточиоrо IIIВI'a, 
удо:впетворя:ет Уf'..ПОВJШ:J)'Р1) 1• Предnо.поJtИМ, что 2) 1 по.иучает
оя: из 'JJ применением Р -сверточиоrо mara х паре поддиаrрамм 
Х> '11' , 'JJ ц, , т. е. уда.пением :висячей ПО,цд118l'р8М1Н Wv и при
соедивевием о6разо:вавшихся: виоячих 1f3r х вервине U.. • При этом 

ПOд1tИ8I'II8Jiolb 3)",. и fJJu. (в диаграNМе ~ ) удовпет:ворлm ус.по
ВИI): :J)._, PX)u • 

Пустъ YJ - фувкция: (мноrозвачиая: фуНIЩИЯ, ес.пи 'PE.f.Q:f, 
QJ} ) , ото6раuпцаR множество W::Dvв мвоzество Wf>u.. 
(на мвоиество Wu, если Р = Q3 ) таи, чw.ro д.ия JШ6ой вет
ви w- из WЗ)vвнnoJIНJre'l'Cя: ус.повие: A.wJ !pw- (в случае, 
коrда фувкция: <р многозначна, это означает, чw.ro .мя JII16oй вет

ви W' 1 из мвоzества <р W ВНI10JlНЯе'1'СЯ: ус.повие A.W" f 1 L.J"" 1 ) • 
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По:кааем, Ч'1'О существует fltVиiщ1lя: lJ 1 , oтocjpeuпqвR llllo
aeoт:вo WXJ :всех ветвей .д118I'РВ1М1 ~ в (на) авоаеотво W1:J' 
всех ветвей Дll81'p8lllli 1> 1 так, Ч'1'О д.пя JIIXSoй ветви ..r ~ 
раа11:1 'J) ВКilOJIWieтoя уСJiо:вве (!): А w-f !''""" . При этом 
в о.пучае, ~torдa (j - 11110rоэвачвая ~. oтocjpeui'ЦRs W2>v 
ва W!Jw. , Ф1&КцJ1я 'f1 таое 11110rоэвачва и отобраает WXJ 
ва W!Y i ec.mr ае фувкц1r..11 r.p о:uъиоо.цвоэвачваа, то и 
фув1щиs ер! 0JIU1ЫЮОДНОЭН8ЧIШЯ. 

Пусть \4"' - прооВОJrЬваs ве'1'вь диаrрвммы Ю . Воэrюан 
меду~~ЦJ~е о.цrrаи. 

I) Ветвь \J" не проходит через BeJIIIIIВY V' • Тоrда, по

о:кол:ыq По.ц,ц1'81'ра1111В Х>..,.. :ввоsчая, ветвь IJ" ве имвет о 1Jv
о6щп В818JI И Dn'l'OII,Y' ЦeJDIКOII оодера'l'СЯ В диаrрв1111е ro' . д1IJI 
тахих ветвей ~ по.паrаем: 'f1W'"= W' • В сипу рефпехоиввооп 
побуквевинх O'l'ВOIIIeiiiiЙ :в &'1'011 с.пгrае уСJiо:вве ( I) ВНПОJIВеио. 

2) Ветвь W' проходв'l' через вершину V . Пусть W'" -= 
~о cLo t 0 , rде ~о - наЧ8JIЬННЙ Dy'l'Ь в некоторую верпиву v-1 , 

вепосредотвеиво пре,цшест:вупцую вepiiiiDie V (причем путь У,о ве 

проходит через вершину 11"' и потоrq содерптоя :а в диаrрамме 

3J 1 ) , ct0 - дуrа, вeдyiiiEIЯ из вер!ПИНЬI '111 в вершиву 1!' , 

i 0 - ветвь ПО.цдиаrрu81Ь1 Юv . Обозначим: t~ = fi0 <t;c;f~>. 
и СJiедовательио (2): .! i 0 f.! t~ . При этом, eCJIИ фуВ1Щ11J1 fJ' 
миоrозначва, '1'0 мн проде.пнваем описавиые НИJtе раоомотреВИ.II д.пя 

:кuдоrо uемеита t~ мноаеотва rp t 0 , тu Ч'1'О по.пучаемая в 
результате фyJnuuJя С(' 1 таuе будет мноrозиачиой. ПoO:ItOJlЬlCY в 
э'l'Ом состоп вое oтЛJIЧJie мноrозначиоrо олучаs от о,циозначиого, 

то в ,цальнеЬем мн д.пя проото'1'н излаrаем .цоказательот:во в терми-
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наХ одиозначной фуккции ер и отмечаем JIDIЬ разницу :в резулъта-

тах. 

IIo отиошеJDП) к :ветви t~ такае :возr.nан д:ва случал. 
2.I) Ветвь t.~ не пpo.XO.JUI'f через :веiJПИНУ 1Г , и следо:ва

те.пьио, она содератс.и :в диSI'рВIМе 3J' . Это означает, что в 
ДII8I'p8NIIe 1J 1 имеетс.и :ветвь IJ" 1 • ~о d~ t~ . rде d~ - .цуrа, 
ведуща.~~ из вер!IIИИЪI 1Г1 :в вершину U • В зrом случае по.паrа
ем: f'W'= W' 1 ( LJ"1E~1IAI'), и rorдa ус.по:вие (I) будет :внпо.пнено 
в сапу свойств ( f 2) и ( f 3) побуквеввых отношений. 

2.2) Ветвь ~ поддиаrраммн IJи. в диаrра181е 3J про
ходит через вершиву V'" • Тоrда t~ можно представить в :виде 
(3) : t~ :а 2.~d1. t~ , rде "Z:t. - путь из вepiiDIИЬI U в нe-
КO'l'OPYJI вершиву U.:1. , непосредственно пре.дШеотвуuцую ве:рDИИе 
'\r (причем путь ~ не проходит через верпиву tr ) , tl:1. -

.цуrа, ведуща.11 из верпинн U.~ в вершину 'li ; t1. - ветвь nод
диаrраммьl ~'IГ (см. схематическое изображение на рисунке I, :ще 
совмещеин обе диаrр8ММЬ1 1) и '[) 1 ) • 

Обозначим: ti: <pt1. , T8It что (4) : .At:a.f At~ , и 
рассмотрим следуDЦИе с.пучаи. 

2.2.I) Ветвь t~ поддиаrраммн PJu. в диаграмме 1) не 
проходит через вершиву 1Г и, следо:вателъио, JIВJIJieтc.и ветвью 

поддиаграммы X>u в дивграмме Ю 1 • Тоrда, обозначив 
(5) : :/t == ~о cf~ Z:1. , как и в случае 2.I) по.паrаем: 

CfJ 1W'= !J.-1. d.~ t~ , rде d~ - lJYГ&, вe.цvlllllJI в диаграмме XJ' 
из вер!IИIIН U1. В верпину U • Поскольку lJ' = Уо d_o t 0 1 

ro ус.по:вие (I) будет внпо.пнено в с:в.пу (2)-(5) и свойств <f 2), 

( f 3) побуквеШIНХ отношений. 
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Рис.I. 

2.2.2) Ветвь ~ ПОд.Jt'И8l'Р811МЫ :Юu. в .цваграмме 'J) nро
ходит через вepiiiiUIY 11" , т. е. t~ имеет вид %1. d,_ t,_ , 
rде ~ - путь из ве1JПВВН U. в некоторую вершиву LL.t , не-
посредственно пpe.JUDecт:вyuцyl) вервине 1Г (nричем путь ~ ве 

nроходи через вер~П~ВУ v ) , d.1 - дуrа, ведущая из верr~ИВН 
U.1 в вер~ПИВу v- , "ta. - ветвь под,циаrраммы XJv (см. 
рис. I). 

06озва~: ~ = 'J~ d~ ~ , t~ = pt~ , и в случае, 
eCJm ветвь t 1 ве nроходит через вершину 'll , полагаем, 
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1 J't' аиа.погично СJ1УЧ811 2. 2. I) : YJ tГ • 'J,. ~... 2 , rде d~ - 113-

ra, Beд.VJЦEUI из BeiiJIИIDl u.2 в вершиву t.L • УСJЮвве (I) бу-

дет :вшюлвево по тем же приЧ11В811, что и в с.иучае 2. 2. I) • 
1 

EcJlИ ветвь ti проходит через ве1J1111ВУ 'li , то примевием 
1 

paccYJUteВJШ, описаввые в этом пувкте мя ветвв t;_ , х ветвв 
t~ и т.д. Этот процесс либо заиавчввается пос'fР()ением вуж-

/ ..J't' J' ной ветвв Cf W" • 'jrt.I.Lt\ n. , rде t}-n. = :J-..-1. c.4n.-.1 Х ", и 
t~- fJJ tn... , .о:бо продоаается 6ес:ковечво. В поСJiеднем с.пучае 
11Н IIО.Ц1Ч8ем в ДJI8I'p8lllle {]) 1 бесховечную ветвь W' 1 Cfo~'~d~ 

.JI 1 
~.t • •• ~"" ""11.· •• , хоторуl) и возЬl1811 в :качестве Cf kГ" • Похажем, 
что она уд.оuетвориет JCJIOВIIII ( I) • 

06озвачп: ~ = ~ ,. ~о~ fo • t.-{.1- У.о ~ ~1. ~ • •• 

••• :l"~ dnн., ~~ ~11.-н, d~ trwJ., rде ~-=У,...~ :ln.-н. • 
O'flleпм, что W"~а.н. ве .вв.uмся ветВЫJ Д1181'рf11М1 2) вп 

2J 1 , ПОСКОJ1Ыt1 ~tt+!J. - IJY'l'Ь в диаi']1818е IJ1 , а .цvra 
dn~ и ветвь -tn+1. по~ fJJ1r ве соде:рDl'С.к в диа
rрв188 ~ 1 ; одва:ко 11Н рвсс~&триваем 1J;,.+~ хаи :вспо~Юrа
тельвуl) поСJiедовап.п.вость вepiiiJI и 1f3Г обеих да.l'РВ18 3J и :JJ: 

Посхо.пьху ~~ - ~~ cl~ ~n+.t • то wl\+.1- ~n. d;., 21Lf.1. 
c(nt.1. "tn.+t., и СJiедовате.пъво, J. wn,. и A.w;..~ JDEИ общее вачаио 
Д1ПП1Ь1 р ( n ) =-t1-п.. А '1'81t вак д.пя JI116oro n : 111' '= gtt d: 't, 
то W"n. ". W"' 1 • Ив опредuевu вепей k1; , ~ , • • • ве
посредствевво 0.11e]I3e'l', что ми JIII6oro В8ТJP&IIЫI01'0 ft : А. 'Lf..f 
А tJ'n+~, и СJiедо:вате.пъво, в c:uy 'l'PIJI8И'l'ИIIIIOCП IIOCSJJшeiiiiНX от
ношений, J.wof AW'n. • Поско.пьху o'lll01181111e f 88111ЩУТ0 о'lВОси
те.пьво предельвоrо перехо,u и IU == W0 , то .l14Г f А. W' 1 • Та
RИМ образом, ми с.пучаев, xor.u <;f>E. {1ft',Q;}. теоре~& до-
хазава. 
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ПредiЮJiоDК, что ~ - сJIШЬВОоднозначвая функция, отобра

DD!IВЯ "W~.,.э "W~u.. По:кuем, что построенная выше~ 
(j> 1 си.пъиоодвозначво отобрuает WXJ в WtJ'. 

Dусть ~ и Wi - раз.пвчиые ветви дваrра1М1 3) . ЕсJш 
'k)"~ и "W2, от.пвчатся .п;уrами, не IIpJDI8.Мe:uщиo по,цди;вrрам-

"'1'\ 1 (/) , 
ме oJ-Jy , то и их образн (/ Wi , т ~ отJ~ИЧВ.~~Тся по крайней 
мере этими же дуr811И. ПpeДII.OJIODМ, что они отJ~ИЧВ.~~Тся .п;уrами 

(и, бнть JIO&e'l', вершв:вам~~), входmц10111 то.пьхо в ПО.цдиаi'р81а(У 

~- Пусть 1V1.. = V.odo "to1• "'i =У." cio toJ., где "J0 - на
чалышй путь в векотор верпиву 1)1 • иепосредствеJDiо пред-

шествупцую верпиие V ; cL0 - .цуrа, ведуiQВЯ из вeJIIDIIIbl ?Г 1 

в вервину V"' ; to-J. и t0~, - ветви поддиаrрв~~МН ?Jv- • у ко1'0-
ра т-не (по порщщу) 1f3I'8 раs.пичвн. ПОСRОJIЬКУ фув:кцвя (jJ 
сuьноодвозначна, то ветви ~t{,1 и ptot,DOд.tUI8I'PВIIIIН "Dи.. д,11Я 
векоторого mo~m имеи раs.пичвне frlo-нe дуrв. Ес.пв эти 

lJУГИ прииа.цлеиат разиости 2)ч-~v• то согласно опредмеНВI) 
фующии р 1 они входа'r и в ветви ~1Wj, • f'Wi , и с.иедова
тельио, эти ветви отличатся не бо.пее дапеКИМII .п;уrами. чем вет

ви wj. ии.t. 

ПредiЮJiожим, что cpto1.=~d'J. t1.1 , q:>tot.-=':t:~.d-t t'J.t , 
где i-1:1 • t~я. - ветви ПО.цдиаrрвiiМН Z)1Г • Эти ветви отп
чаются уже m,L- ми .цvгао, где mJ..~mo-l'l..:L-1' и с.иедова
тельно, m1..<mо(здесь l'J!:L - ЧИСJIО .п;уr в пути Z:t.). Таким 
образом, ecJIИ процесс построения ветвей (j>1~ , 9'1и.], продол
иается так, как это описано в пункте 2.2.2). то .:воз~«~жин два 

исхода: JIИ6o на векотором шаге по крайней мере одва из ветвей 

'fJ~i. , <ftnx. будет цеJIИКом содержаться в разиости :JJц ])'11, 
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и тогда ветви ~ 1~, ~~~ будут оТJJИЧВnоя в соответст.вущем 
месте, JШ6о ддя нехоторого #1, ветви <ptn1. , ftn1l. б1113't 
отличаться дугами, прJ~Н~:~МеЕЩ~~МJ~ разности 2)u -1J",. , по
скольку на КВJrДОМ mare уменьшается раоотоявие mt ДО р88JШЧ

ННХ дуг: m1 < m0 • m~<~· т.д. 
В ПОСJiедвем о.пучае мы таиае попучаем раз.пичнне ветви 

Cf11AJi., 9' 1~ , отли'Ч8111111еся не 6о.пее да.пеDDIВ дугами, чем 
ветви JJ-~ и W $t • 

т--'~ Итак, .мя r ~ теорема доказана. 

Дохаием теперь, что в случае, коrда 4\VRlUtiiJI 'f отобра

нет множество W4 на мноаство Wcl>w. , sвачеиия опреде.иеи
вой BЪDDe фувхцр ер 1 IЮ&о раоu:рить тu, что она будет (мво
rозвачно) отобрuа'l'Ь мвоаст:во VIO на МВОЕст:во WJ)1 • Тем 
оамнм будет доказано, что отвошевие Qf устойчиво. Друrими 
ОJIОВВМИ, вак вадо докаsать, что .цпя .ПIICSol вет:вв 141" 1 даагрв1811i 
:J) 1 в диаrрамме '/) ва11tется ветвь 'IAi , yдoueт:вo-

PJIIIIIВЯ YOJIOВJII) ( 6) : ! '!J'f A1At1• 

Еоп ветвь W 1 со:впадАет о одной из ветвей W"' диаrра~~

• g) , то утвер.девие трв:виапъио. 
ПреДПО.11ОDМ, что w-1 ве оов:пад,ает п о одной вз :ветвей 

диаrра181Ь1 g) . Пусть w' - 'to d,~ t~ . где У,о - IIЦОИif&ПЬ
внй вач:в.пьвнй IJY'l'Ь, оодеращийоя в диаrра181е 1J и поэтому :ве

дупрiЙ :в некоторую вepiiiiiiiY v-' , вепосредотвевво предшест~ 
щую в дввrра1111е 1) :вepiiiJIJie 11 ; cl~ - дуга, веду~~~ВЯ :в диа
I'р&М118 1J' из :вep!IIIIIН yl :в вер111101у 7Т (в диаi'РВ181е 1) 
э'1'0й дуге соответствует вехоторая дуга ti0 , ведуuЯ из верви
вн v-' :в :вeJIIIIIRY '1/ ) ; i~ - ветвь ПО.цдиаrрвJ811 'IJ~ :в 
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диагра1111е Х) 1 • Рассаютрв~~ с.педу~~~~~~е щчu. 
I) Вивь t~ поддваrрв~~~~Н X>u. диаrрвJ81Н XJ' содер-

итоя в диаrра1111е 1:J , и с.педовате.пьво, она ве проходи'f в 
диаrрамме XJ через вep!IIIDJY V"" • Пос:ко.JIЫtу ФJшщвя rp 
ото6раает мвожес'l'ВО W.!Du- на JIИozecDO VIOu. , то .в под.uа
rрамме 2)'1/" сущест:вуе'f ветвь to 'fавая, что cpt0 - t~ . 
А ТВR :как в диаrра1111е tJJ имеется lfYrB do , De.JIYDIU из 
вершинн v-1 в верииву V"" , то в PJ cyщec'fJIYe'f ве'l'вь 
1J-= ~d0 fo. д,u иой ветви ус.попе (6) ВЫIIО.1JВается в сщ 
свойств ( f 2) и ( f З) по6уквеВВI:DС о'f&ошевd. 

2) Ветвь t~ по.цдваrра~~~~Н Юи. ве содеритСJI в два1'11818е 
g:) . Это означает, ~о t~ Dllte'l' вц: tf, =- l1 J.,; t~ , 
где ~1. - иачап.внй JJY'l'Ь ПОддиаi"РВВIЕ 1Jw.. , вe.QIUII в неко
торую вершину U..~ , вепосредствевво npeд~~ecт:вyJ~QJJ~ в Д1181'рВ11-
ме Ю вершиве v- , а в дваграмме 2) 1 - веровве Ц.. ; 

d.~ - 1f3Г&, .вeдYII(IUI в ,1I;UI'piU8re :JJ' из веравв U-:1 в вe}IIIII
JJY Ц... ; -i;~ - ве'fВЬ ПOJUtВ8.l'l181811 1J U.. В двагра1111В 3) / • 
При ЭТОМ 1f3re а: В дваrрв1111В !/) COO'fвe'I'C't:вye'l' вехоторая 
дуга d.._ 1 :&e.Qia& D веравв U:L В вeiJIIDY 1Т • 

06озваЧIDI: У1 =- 'Jo ~ ~ , и тогда 1A)-I._ 'Jo d: t~ .. 
- 'Jo~~ d~ t~ = )h df. f~. 

Дuее • пpJIIIВII.IIell 8JI8.1[0l'JIЧIIIIe рассУJЩевия по O'fВOJВeВIID и 

ветви t~ ПОддваi'Р818i1 :IJu.. и в с.иучае, ес.пи ве'fвь ti ве 
содери'I'С.в: в .aarp&IМ8 g) , получаем дия вее предстамевие: 
-l:~ == ~Jifi и '!'.д. ВозВОDВ .ц.ва исхода. 

2.1) На веиотором 118.Ге 11Ы ПОJJуЧаем Та:куl) ветвь t~ под
диагра1111Ы 2>ч диаrрв11111 :lJ 1 , которая содерD'l'Ся в ~ 



ме 'JJ . При этом ветвь 1А1'" 1 представJiяется в виде (7) w-1 = 

='J0 ci~z1.d~~( ... 2n,d/..t~. где ~. ~ , ••• , ~ -на
чальные пуп в диаrра1111е :J) ц_ , дуrи ~ , d: , ... , ci:., :вe
lJYT в вер11JИВУ Ц. , и :В д;иаrр8181е :J) им соответствуm д:1ГИ 
d0 , cl.. J. , ••• , d n.. , ведущие в вершиву 1Т • 

Поскольку ветв:ь t~ ПОддиаrраиiЫ XJLt. coдepurl'CЯ в ~ 
ме ro , ТО COГJI8CHO предполоzеНИI) В ПОДJJ;И8I'рВИ1е ~ ~ сущест
вует ветвь t." такаи, чrо f:j)t~~.= t:,_ , и СJiедовател:ьно,Аt,..fДt:._ 

(8 n. ) • Обозначим через tU-1 ветвь ~ d", tn. ПDдttИ8.I'Р8ММЫ 
:Dц в диаграмме Х) • Дпя нее в по.цциагрвмме :D'IГ существует 
ветвь tn.-i. такаи, чrо А "tn-J.I А. t/,f_i. (8 n.-:1.). Далее ана
логичным образом IIOJJYЧS.eм ветвь t~'-R, = 2n-J. dn-1. "tn-J.. и ДJIЯ 
нее соответст:вупцую ветвь t""_J/.. поддиаграммы РJ?Г и т.д. 
ВПJIОТЬ ДО t~/ = ~ d~ t:L И ВеТВИ tO ПОДДИ81'р8ММЬ1 w." та
КОЙ, Ч'i'О .А. "to7 А t~' (8 о ) • 

Обозначим через W"" ветвь Yodt~to диаграммы JJ . Тогда 
из соотношений (7), {80 )-(8 11..) и определения ветвей "t0 , t// , 
t1. , tf , ... , th.. , tft , В CИJIY свойств ( f 2) и ( f З) по
буквенннх: отношенвй ПОJIУЧSем соотношение ( 6) : А wf J. W" 1• 

2.2) Процесс про,до.ш~Еается бесконечно. В этом СJJУЧВ.е ДJIЯ 

ветви kl"' 1 nQJIYЧaeтcя бесконечное предстSВJiение: W 1 = 
= 'Jo lf~ 2:&.di_ ~ ~ ••• ~п.. ci~ ... , где ~, 2-.t , •.• -
начВJIЬВЬiе nути в ПОД1U18I'р81114е 3J и. диаграммы g) 1 и .дуrи 
d..:, с{,1 , d.f , . . . веду'!' в верJПИВУ U , причем в диаrраJIМе 
~ этим lJYГSМ соответствуm 1J3ГИ d0 , d~ , dt. , ... , ве-
дущие в верmину 11 . 
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т, rtеN1 мноzества w,: , ко-

торне определим сJiедуDЦИМ образом: 

-w~ = f tEYf,l)'r": 3'L Е wv". ( q>t= 2"' oL,.. ч:) 1, 
"W~~{tE"WI0v-:3re"Wм:1 (cpt= ':tmdlh rr)}. 

С ПОМОЩЬЮ индукЦИИ ПО n ветрудно ПОК8З8"Ъ, ЧТО .ВСе ЭТИ МНо

жества нецvстн. ДействитеJIЬно, мя .1IЮ6ого т множество w..: 
вецvсто в силу тоrо , что функция ер отображает множество 

~";m все множество "'W:Du,. ПредпОJiоuм, что мя некотороrо 
n и JIIIOoгo т из N' множества w"; нецvстн, и СJiедова
тельно, существует ветвь lf: поддиаrраммн g)'li , п:ринад11еzа
щая множеству Wm~ . ПоскОJiьку :t,.,d,.", 1: яв.пяется ветвью 
поддиаrраммн X}U , то существует ветвь t ПО.цд1181'Р8181Н 1)1/ 

d t т.т""+~ таиая, что cpt = 2:rn 1'\1 'L , т. е. Е W 1?1. • 

Похажем теперь, что существует ветвь t"o , по~ 
~v- , принадпеuщая всем множествам ~1.. , ~ .2, , •••• 1\;i~ .. 

Из определения мвоаеств w; иепосредствевио СJiедует, что 
W/2Wt;2 ... 2 ~n2- ... (9). Возмоz.вн два случая. 

а) Для векоторого rt мвоаество ~11. конечно. Тоrда в 
сщ (9) существует тахое YL0 , что д.ия J1116oro Р ~0: 

~ho ~no+P. А тах как все мвоаества ~n. иецустн, то 
существует ветвь t 0 , ~еuщая всем этим множествам. 

б) Все мвоаества ~n: бесконечны. Рассмотрим мвоаество 
M.t всех иачапьвнх путей Д1ПП1Н t nоДД1111I'рВММН !IJ'lГ. Это мво
аество конечно, поэтому в нем существует такой путь а-;_ 
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который JDW~eтcя началом бесконечного шюаества ветвей из~~ • 
Пусть опре.це.пен вачмъвнй цrrь ~ д,JJ:Jr.tЫ n.. , s:мЯЩJI!Iся 
началом бесконечного множества ветвей из ~ n. • Onpeдe.п:DI 
О" 11.1":1 CJieдyiiiiiDI образом. PacCIIO'lpDI всевоз~ЮDНе продо.паевия 

пути O'i д,1ПП1Н n+1. • Пос:колъи;,у степевъ А, Jc.-дaarp81811i конеч
на, то их 11110аество конечно. Поэтому средв э'ПХ продо.паевий ваl

дется такое an..,..:1 , КОТОрое JD.IUreТCЯ В8Ч&IОМ беОКОИеЧИОI'О 
-т .. ri'LH .. 

мвоаества В8'1':веl из vv ~ • Таким образом д.1U1 .IOI6oro J1, 

будет ПОJIУЧеНО продо.паевве Ura.+.1. вачuъвоrо Dy'1'JI и",. •• СJiе
довате.пыю, в резуJlьтате этоrо uроцесоа будет построена векото-

рая бесконечваа В8'1'ВЪ "t0 • Поско.пъку А11Я .DICSoro ~ DJR~ 
to и.~ n J = an. явuется вачuом ветви. llpiii8,Мeuщel JШбому 
мвоаству ~tнр, rде р~ О, то в сипу (9) это означает, 
что ветвь fo привад~еа:т всем lllа&естввм wf , ~ 2 , ••• 

До:кааем 'fеперъ, что .м.а JШбоl ветви t из IIВОаества 
W; най,цется ветвь tn поциаrр&~DВ XJv такая, что (IO): 

А. t i А. 2:",. d.:r,_ 2mt1 d;.t1..• •• ';(,.,+11.-1.. dm+n-~ tn . (ПоСJiе.цова
телъвостъ ~d~ Ztat.t "-1..· .. ~fl-! ~n-1 fп., не mwreтcя пу
тем в .циа.rр81111ВХ f/) в.ии ~/ , во состав.пена из путей обеих 
этих диаrрам~~) • ВосПОJIЪзуемся :ивдуlЩIIеl по fL • Поско.пъку 11дЯ 

JIIJ6oro нa'fYP&IЫIOI'O ЧИСJiа т> О и 11дЯ всякой ветви "t из 
мвоzества W ~ существует ветвь 4 ПОJ1дВВI'Р81111Ьl ;;D'IГ 'f8.1С8Я, 
что 'ft = ~ dm t:1 , то !.tf A'lmaм."ft. ПpeдnoJIODII, что 
утве18девве верно 11дЯ JIIIбol ветви из мвоzества 1Vн" n. и до:кааем 
ero AU произВОЛЪВОЙ ветви t И8 IIВОZества v:.1. По опре
делеВВII 11В0аеСТВ8. w.:~, eCJIИ tE Wml1rt!L.' ТО В IIВОЖестве 
-w.~1 существует ветвь t~ такая, что pt = :t", d..m t~ . 



Поскольку t:L Е wm:t' то по •к,цупnвому прецпоJiоаеввю с,.еству
ет :ветвь ttttt поддиаграммы fDv такая:, ~о .Att.fAz".t1d~ ..... 
• ... ~M+t\ d m+rt tn+ i • Поиому :В CUJ' СВОЙСТВ (f 2) 1 (J З) 
побуквевннх отношений: 

А t f А z,.... d~ 1."'+L d~~ ... 2'"+"' d..,..+fl. t а-н. • 
Ilоско.пьху ветвь t 0 поддиагр8J81Н 3).". coдep&'rCJI :в JIIICSo11 

множестве ~А , n = !.,1, ••• , то из соотвошевия (!О) попуча
ем (II) : l.tofl2-J~'4~··."1n.dn.tn., где t"_- векооrорвя 
ветвь поддиаграммн :D 1r • 1 1 

Обоввачим: Wo = 1.J = У о do to, 'Llnt.t== ~о d0 'it dt ~ .•• 
• • • :ln+:L dt\+t tи.+ ~ • При ЭТОМ 1.\То - w- JIВJllre'fCJI ве'!'-
ВЪJ) диаrр8ММЫ :D ' а Vn. мя n>o - :вспоr.югатеJIЫDiе 
пос.педо:вате.пьвости верi[IИ и дуг диаграмм XJ и 1J 1 • Из ( II) в 
силу свойств ( f 2) и ( f 3) побук:венннх отношений с.пе,цует, Ч'fО 

мя JШ6ого натурвльноrо n. : А vf J. W"n. • А так как 1J" '-= 
= 'Jo ~ 21 df 2.1 ... , то 1Ji ~ 11! ПосRОJIЬ:ку отношевие f 
:.:~амкнуто относите.пьно nреде.пьвоrо перехода, то это овначает, 

что AJJ'f А W" 1 • Итах, ,цu Р= Ql теорема доказана. 
(6) Пусть 'РЕ {J1 , 1;/, и пусttь диаграмма {/.) 1 получается 

из диаграммы 'J) применекием одного <р -с:верточиоrо шаrа к та
ким поддиагр8181ам Х)". , 1Jц.. , что ;})". 'Р])ц. 1 верm1иа 1r 
не я:вJIЯется посJiедователем :вера~вD U. , JIИбо. поддиагр8181а :;I)u. 
состоит из одной ветви. ПоскОЛЬ!fJ' X>1r ер :D ц.. , то сущесnует 
фyRIЩJIЯ (j , ото6раа011М множество W 1:J.r а IIROZecт:вo WDц 
TU, ~О .ЦJ1JI JIJiбOЙ :Ве'!'ВИ tJ"' ВЭ wю.". BЬIПOJDIR8ТCЯ J'CJIOBB_,: 

А W f А 'f tJ"' • При это11 в случае, когда <:р = J J , фуи~ЩИЯ 
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' сипьиоодиозначна. Нам нвдо доказать, что g)~:J:)~ т. е. что 
существует функция tp1 , отображвщая: множество 1л/W на мно
жество WXJ 1 так, что мя: JШ6ой ветви W" из WIO внnоJIИЯется: 
условие (I) : AW"'t A.plw-, причем функция (jl сильнооднознач
на, ес.пи с:ильиоодиозначва функция fJ' 

Пусть 1J"" - произво.пьиая ветвь диa:rpaJDIН XJ • Ес.пи эта 
ветвь не проходит через вершину 1r , то она сохра.ня:ется при 

<J> -сверточком шаге и потому содератоя и в диаrрамме g)l . В 

таком случае мы ПOJI8I'aeм: 9'1Lr= ~ • ПpeдпoJIOЖIDI, что ветвь 
tJ"" проходит через вepiiiiiiiY 11- • Тогда представим ее в виде: 

'W' = 'Jo d.a t , где 'fo - нача.пьннй цуть, вед.vщий в некоторую 
вepiiiИJIY 11' 1 , непосредствеиио предшест:ву1Щу1) вершиве 1.1" 
d.0 - дуга, ведущая из вершивв ?J'1 в вер~~И~~У 11 ; -t 
ветвь nод.циаrра~о~МН 3J'IY . Пусть -t' -. pt - ветвь по~ 
мы :Du. в диа.rра1111е 1J . Если вершива 1J- не ЯВJIЯется после
довате.пем вершвин U. и nоддиаграм~~а ~'tr - вис.fАВЯ, '1'0 ветвь 
t. 1 не затрв.rивается q> -свертоЧИlDI шагом в потому .я:вляется 
ветвью IIOJWI8I'P8.МIIbl fJ) ц_ в диаrра1111е :JJ 1 • Эоlо означает, что 
в диаrрамме 'J) 1 имеется: ветвь '1At'1- ';k d~ t 1 , где d.~ - дуга, 
ведущая: из веровин V" 1 в вераиву U. • Поскольку A.ff.At' (!2) 

то в силу свойств ( f 2) в ( f З) побуквенинх: отиошеивй: 

А.,.,...; А~ . в Э'l'ОМ случае IIOJJai'aeм: <p'w-= w1 • 

Ес.пв ае подцваграмма g) к. диаrра1111Н 'l:J состоит из одной 
ветви -t 1 и верпива 'll J~ВПЯется пос.педова'fе.пем ве];IПИИН ц.. , 
то в подциаrрвмма lJ". состоит из одной ветвИ t . Поэтому 
t 1 =-focl t (IЗ), где t 0 - цуть из :вершиин U.. в некоторую 
вершиву 'V" 11 , неnосредствеиио предшест:вупцую вершиве ~ , 



а d. - .цуrа, Веду!QВЯ ИЗ BepaiiiНЫ 1/'// В веiJПИНУ 1/ . В ре-
зультате пр:имеиеiDIЯ <.Р ~верrочвого шаrа к по.цдиаrрв18811 J)~ , 
:J)u. 1111 ~в подцаrра~~~~е JJu. диаi'РВ181Н XJI ветвь 
tl/: (to Q1)010 , Где d l- дуrа, ВедущаЯ ИЗ веiJПИНН '/Г// В ве~ 
111ИВУ U . По:кuем, Ч'l'o!tf!t 11 (14). Из (13) сле.цует, что 
A.t1 =A:toAtC15). Пo&'fOJq из (12) в сщ транзитивности по
буквенных отношений IlOJIYЧ8.ell: .А t f .А. to..! t ( 16. I) • ПреДПОJiо
:ам, Ч'l'О A.tf а tJn.A.t (16.11.), где n> f. Тогда С ПОIЮЩЬI) 
(16.1) в сину свойства ( f 2) и транзитвввос'l'и по6уквенных отно

шений ПQJIУЧаем: .А. t f (Ai:Jn.+t!A.t. Таким образом мя Jlllбoro 
n.~~ ВbliiOJIIUie'1'CЯ условие (16. n). Поско.п.ку (! -ti1. -t r 
(! to)~ Где p(n)= n tA. tO , ТО В CJIJJY ЗамкнуТОСП f 

о'l'Носительно предельного перехо.ца ПQJIУЧаем: ( 14) : А. t f J. t 11 • 

В диarpf:IIIМe [J)I , оче:видв:о, имеется ветвь W"1:: :Jod~t11, 
где d ~ - .цуга, ве,цущая из вepiiiИНI:l '1)""' 1 в ве:рпив;у Lt • Так 
R81t '\J"' = ~ d.o t ' то из (14) ПQJIУЧаем: ! ~f А. w 1• IloJioив 
(j1JJr = "-'"" 1 , мы ПOJIYЧDI таким образом фуНlЩВD tp 1 , опреде.певвую 
на всем множестве WX) и удошет:вор&IЩVII yc."'OВИII (I). 

Чтобн доRВ.Зать, Ч'l'О функция 'f 1 отображает мноаество W:D 
на все мвоzество W3J1, достаточно поRВ.Зать, по J111бая ветвь 14'' 

диаrра11МЬ1 ~ 1 либо содера'l'ся в диаrра1111е 1J , .иибо по.пучае'!'
ся А11Я векоторой ветви W' диаrра11МН '1) OДВJIII из двух опи
саиннх выше способов, т. е. W"''• (j 1fAJ'. 

EcJiи ветвь tN'I не содерится в .циа.rрамме 'IJ , то ато оз
начает, что в неl имеется дуга d.~ , веду~~ВЯ в ве:рпив;у U.. и 
соответству~~W~ векоторой дуге cL 0 дваrра1111Ь1 XJ , ве.цущеl в 
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вершину tr • т.е. вмвь "W' 1 предОТlШ.IIЯето.к в виде: w--1 = 
= У. о d.~ t 1 • где 'Jo - вaчaJZЬВill путь, оодер.uщийо.к :квх в 
диаrрамме 'JJ1 , TSit и в дваграмме Ю , а t 1 - ветвь nод
дваграммы XJ u. в диаграмме :JJ 1 • Согласно уоловию возrюжнн 
два о.пучм. 

I) Вершина V" в диаграмме '1J не являето.к последователем 
вep!IIII!ШI U . Тогда ветвь -t 1 поддиаграммы 2'u. содеритоя и 
в диаrрамме 1J , а так как XJ.,/P1Jц, где 'РЕ { l; .'lf;} , то 
.пдя ветви t 1 в поддиаграмме :Dv- существует ооответот:вупцая 
ветвь t такая, что t' ~ <p"t , и следовательно, Atf .J.t1 • 

В силу однозначности функции ер и в соответотвп о определени

ем функции У' 1 это означает, что :ветвь ьr1 соответствует вет-
ви 1J'"= ~о d.o t диаrраММЬ1 XJ , т. е. fAТ'-111At. 

2) Поддиаграмма 'Pu. диаrраммы ro OOO'l'OИ'l' ИЗ ОДНОЙ вет
ВИ, и вершина 1Г явпяетоя пооледовате.пем (в J) ) верпинн U. . 
Тогда и диаrраММВ ~~ состоит из одной :вe'l'ВJI 1; , и оледова

тельно, поддиаrрамма ~и. в диагрвм~~е 3J1 таае состоит из 
одной ветви. Поэтому в соответствии о определением Ф,Ункции fJ' 
ветвь ...,_, удоВiетвориет уолоВJШ: W'' = (/ 1~ , где W"-y_,~t. 

Тахим образом, дм '1? ::::= 1Jii теорема до:казава. Чтобн до
казать ее дм Р = ]1 остается по:казать, что опреде.пенвая 
BliiПe фy1nw;иJI (jl сИJIЬиооднозначна, если ои.пьнооднозначна функ

ция (j . iloOROJIЬRY В р80СIВтрИВ8еlЮМ олучае фуJПщия у; / ЯВIЯ
етоя сужением фуикции (j) 1 , определенвой в DуВRте а} , то дом
зательотво этого У'fверцеВИJI, данное в DуВRте а} , распроотраиs:

етоя и на раооматриваемнй олучай. "' орема до:казана. 1 



81 

З. Сохраиение свойств овеwо!'П" опошерм 

Мн говорим, что отношение <f> о~т (оJШЪВо сохраняет) 
n.. -местное свойство R на IIIIOECTвe V ,11,И8Гр1181, eCJDI дпя 

JIJXSнx диаграмм ~:1. , ••• , ':Dn. , ~~ , ••• , 'D~ а fl : 
~~~:Х>~ tr ..• •3)t\Ф1J~ =>(R('Dv···,1'"):фR(~~, ... ,:D~)) 

(соответственно, :D4. ф D~ ~. . . 1. 1)"' ер :D ~ => 
=:> ( R(1::J~J · · ., 'Dn.)<=Ф- R (:z:>i, ••• , 'D~)) }. 

Очевидно, что опошение <f> с:uьво сохраняет свойство R 
на мноаестве 1) диагр818о1 тогда и тOJIIltO 'МГда, когда 'RНIIO.JDUI
eтcя хотя бн одно ив о.пе.QDЦИХ (э1U111В8.1Iерпнх) yCJioВd: 

(I) отношение ~ сохрвияет на iJ своlсо.rва R и 1 R ; 
(2) отиошеВИJI ер и <p-J. coxpaJUDJr на V своlспо R 
Ясно тmate, что eCJIИ опошеиие q> .1 сохрв.ияет с:воlспо R 

и <Fя. ~ <F1 , '1'0 и отношение <р 2 сохрввает свойство R • А так 
вак ми трввзитивннх ус'l'Оiчивнх отиоmеиd <р ВНD.OJJИ.Re'fCЯ уСJI.о
вие ~t;;;;. <р , то мы nо.пуча.ем 

Пnед.поаение 2. Если отношение ~ ус'l'Ойчиво на мно~т-
ве 1) диагра11М И р СИJIЪНО СОхраняеТ n -местное СВОI.о'ПО 
R на iJ , то отношение ~ с:и.пьно сохраняет свойство R , 
т. е. для ВСJПtИХ ~ 'D;- , ... , 'J) 1\. из V и Jшбнх п 
'Е -сверток Ф.1 , ... , 'D 1'\.. ВЫПОJIИЯеТСЯ УСJIОВИе: 
R < XJ~ •...• ~ 1\. ><:=Ф R. < :l)i ..... 2Jt >. 

Из э'l'Oro nредложения СJI.едует, что если опошение <J? ус
тойчиво нанекотором мноаестве V дкагрвмм, имя диаrрв11М 
из V существуют конечине Р -свертки, то вс.якое свойство 
R , сwrьио сохраияеJЮе отношением Р и разрешимое на mнеч-
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НЬIХ диаrраммах, разреiiJИИ) и на множестве V относительно полу-
чения ковечвых <:р -сверток. 

Если же не требовать устойчивости отношения 'Р , то анало
rичный результат r.южко ПОJJучить дпя специальннх классов свойств. 

~ <р 
q> Обозначим через "'i' ( ~ ) отношение, обратное отношеНПJ 
~ ( ~ ) , т. е. 2) ~1) 1 тоrда и только тоrда, коrда диаr-
рамма Ю1 получаетоя из диаrраммr:1 Х> следупцим обра.зом: 
от векоторой ве:р~~И~~К "_ ДИ81'рвм.tН 'lJ , отрицате.пьвая сте
пень которой ра.вва m..> t, отоое,цJ~J~ЯШСя n<m Ведущ!IХ в нее 
дуr, и эти дуrи присое~я к корню такой (не содерsащейся 

в ~ ) диаrрам11Ы ~j , что ':D.,'.P1J". OnepiЩIII такоrо ВИда на
зовем оnервцией Р -развертки • 
... ~ Пусть U - универсальное бинарное отношение на множестве 
·v дваrlJВ181, т. е. U = V Х V . Тогда В118Сто ';:f , ~ . 
~ v ~ ~ i:' , ~ будем Шlсатъ, соответствевно, ~ • > . "i' • 
-( • Ясно , что дпя Jlllбoro о'l'ВОшения Р : >J. С >r" , 
~с>-. -k6-t( , ~ ~ -< . 

11.1 В88нваем cyCSдllarpaмll)l дваrр&181Н a:J тaiqll ее поддваr
ра~~~q. которая вместе с RSJr,ДOI своей вековцевой верПIВВОй coдep-

D'l' хотя CSs один ее непосре.цствевннй последователь. Субдиаrра»

ма (по.цдиаrр&181В) ваэнвается вача.иъвой, если ее корень совпада

ет о корнем всей диаrр8181Ы. 

Используя это поВЯDе, отношения 1~ , ~1 
, Q~ IЮж

во определить так: ес.п РЕ { [1 . ~ . .Q 1/ . то 1)"-q>'!)!L 
тогда и только тогда, ког,JU! существует начальная оуб.циаrраммв 

~l диаграммы 2).( TSIWI, что1:1_Р9J~. Вообще, дпя провзволь-
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ного отношения 'f> 6удем о6озвача.ть через ер 1 такое о'l'Иоше
вие, что {})~ 'Р 1!}) 9.. тогда и только тогда , когда существует 
нача.пьная су6диагра1818 [}) i диаграммы Cf) .2. , удовлетворmцая: 
YCJIOВИI): ~J. ер~~ . 

Одноместное свойство R на множестве диаграмм назнвает-

ся: доминантным, ес.ли ВНIIDJIRJШ'l'CЯ: с.ледуDЦИе два условия:: 

( d.. I) если в диаграмме UJ существует су6диаграмма fl).t. , 
TBRSЯ, что R (3)1) • то R (:J)); 

( d 2) если диаграмма fD 1 ПDлучается: из диаграммы 'XJ 
применением U -сверточного шага R таиим поддиаграммам ;;)",., 

~Ц. • что l R (~".). то R (IO)~R (u:i). 
Легко доказывается: следующее 

ф 
ПРе.IШожевие 3. Если отношения: <;Р и i( сохра1UШТ 

доминантное свойство R , то отношение CJ? -свертки ~ 
сильно сохраняет свойство R , т. е. дпя: JI116oй диаrраJIМН Х) 
и JIII6oй ее ер -свертки g) ~ ВНПОJIRЯ:ется: ус.ловие: R ( gJ ~ 

<=> R (Юq?). 
t Достаточно доказать это утве~евие ддя: uJЮизвольной диаг-

раммы ~ и таRой ее Р -свертки 'lJ~ , которая: получается: 
применением к ;}) одного Р -сверточиоrо шага. Пусть R (3) ~ 
и пусть Р -сверточннй шаг примеия:ется: к поддиаграммам ~.,.., 
roLl . Предположим, ~о R (Юv). Тогда, 'l'aR :ках JJ".'P9)ц. 
и отношение Р сохраняет свойство R , то R (Х) Ц. ) • 

и с.ледоввте.пьно. в силу условия ( cLr): R (3::/1). Если ze 

1 R (IJv-) • то R (:/) <р) в CВJJj .rсловия: ( d.. 2) • 06ратное 
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соотношение: R (Рср)=> R (~) трвввапьио. J 
Как И В [ 2] paCCIIIOтpD Д.ПЯ nримера CJie.цyDIPie DJI'IЬ ОДНО-

местных свойств дваrра1111: 

I. О (3:) ) - диаrра1111а [) содерат коиечиую ветвь. 
2. Б (9) ) - дurp8181a :D содерат бесжовечиую ветвь. 
3. Со.. (а)) - в!, k -диаrрам~~е ~ иметтся вершша, ко-

торой приiШсана буква а 

4. с~ (g) ) - в J.. К-диаграмме ro Dee'fCЯ ветвь с бес
конечинм множеством вершив, которым приписана буква а. 

5. 000 (g)) - д:иаi'181018 :J) содержит бесконечное мно
жество конечных ветвей. 

Нетрудно убедиться, что все эти свойства (но не их отрица

ния) доминантнн. Кроме того, ясно, что все эти свойства и их от

риц,чиии разрешимы на конечных диаграммах. Таким образом, эти 

свойства разреmимн на множествах диаграмм, .цпя которнх существу

ет афрективная процедура IЮJIУЧения: конечных 'Р -сверток, где 
отношение 'f> удометворает условиям nре.цпожений 2 или 3. 

При устаиовпевии фактов сохранения: или несохранения свойств 

биварJIНМИ отношеНИSIМ8 IIOJieзнo cлeдylll(ee оче:видиое 

Прwоаеиие 4. Бинарное отноше1111е <р сохраняет свойст
(1)-:1. 

во R тогда и тал:ько тоrда, когда о'l'Вошение r сохраняет 

СВОЙСТВО l R . 
Непnсредствевнсй проверкой, исПОJIЬзуя: также преД~Iоzеиие 4 , 

петрудно д.пя свойств I-5 и их отрищший установить (fв!<тн со-

хранения :uи нecoxpaиeiDUI этих свойств отвошеВИJDIИ 11II,U. 9?1 , 
~ , !с( , а тавzе обраТВШIИ им, где f - произвольвое 
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побук:веiDiое отношение, а 'РЕ {Т , '\!Г , 52 , I 1 , 11!'1, Q 1} • 

Резулътаты сведевн в табпицу I, где звакв + в - обозначают, 

соответственно, сохранение в несохранение данного свойства 

cooтвe'l'C'l'вyJQIDI О'l'Ношенвем. С ПОI«<ЩЬI) этой таб.п:вцы в премо

zенвl 2 в З 1оЮZН0 судить, :какие из указаиных свойств сuьно со

.храНJD)Тс.н: те1111 JltiПI иными свертоЧННIIИ отвошени.fDIИ. 

4. J<CP -сверТRи 
Кu,цы1 'Р -сверточинl 1118Г првмен.н:етс.н: к паре пoддвarp&lotll, 

находsщихся в отношении <р . Теперь мы расс~«~трим 6oJiee OJlODyiO 

сверточную опервци11 - T8.lt называемый J<q> -све:vrочвнй шаг, ко
торый примев.н:ется срезу к конечному мвоzеству ПО.дд118I'р818 в 

вклiJЧВет в себя PJOt <Р~верточных 1118Г0:В. Дпя простоты мы ог
раиичввае~Ю.н: расс1'tЮтрением 1<.9'1 -сверточных операций мя с.пуча.н:, 
когда q:> = I1 . Хотя такая операция шире, чем I;-cвe:vroЧИJlЙ 
шаг, однако в случае, когда f -побуквеiDiое отношение, ЗВIIКНУ

тое относительно предельного перехода, всякая К ~вер'l'RВ на
ходится с исходной диагрЕUМ>й в отношении ! ; (теорема 4) • 

Оnределим ряд :вспоюгате.пьншс понятий, в том числе векото-
~ 

рое бинарное отношение 11 ва множестве висячих поддиаграмм 
произвольной .A,k- диаrраммы. Здесь f - бинарное отношение 
на множестве .А*. 

Пусть {[)::L и Q).2. - .A,k.- диаграммы и пусть~:!.Jf2).2• т.е. 
существует сильнооднозначная функция rp , отобрахапцвя мно-
жество W~~ на множество W~.e. так, что для JIII6oй ветви v 
из W3JJ внполияется уОJlовие: J.w-f А. р 1/.У. В этом случае ветви 
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~ + + + + + + + + + + 
~ 1 1 1 1 1 + + + 1 1 
... -~ 

а + + + 1 1 1 1 1 1 1 
. ·------ ~--

~'{ + + + + + + + + + + 
tf + + + + 1 + + + 1 1 

d + + + 1 t 1 + + + + 1 

~ + + + ++ + + + + + 
~ 1 1 1 1 1 + + + 1 1 

.... 
+ ~ + + 1 1 1 1 1 1 1 

~у + + + + + -j- + + + + 
~ + + + + + + + + 1 1 

~ + + + 1 1 + + + + + 
---.,'::{ + + + + + + + + + + 
"'i' 

~ 1 1 1 1 1 + + + 1 + 
... ...... + +1+ 1 + 1 i 1 1 1 -... 
-.::V + + + + + + + + + + ... 
·~ + + + + + + + + 1 + 
~ + + + 1 + + + + + + 

}) u 8 
о 

LO d ~ d ~ 

c.J г u u а 
о UJ а " с: r- г- r- r-



\J- и ~ W' будем называть соответствуDQВМИ. Ве:рuиин 11 и \)" 1 

диаграмм X):L и 1)2 назовем соответст:вуDЦИ~~И, если они JПWШ'l'
ся концами соответствующих ветвей. 

Две раЗJIИЧJ~Ые верп~П~Ъ~ ~ , v1 мн называем нecpa'ВIIJDМII, 

eCJIИ ни одна из них не предшествует другой. 

Дпя произвольной диаrраммы g:) будем обозначать через 
~ 
~ ее начальную поддиаrраJоlоfу, по.пученную из '}) следуDЦВII об-

разом. Пусть Jll •{ V1, , 'trя:, , ••• J - некоторое (конечное 
ИJIИ бесконечное) множество попарно несравнимых ве]JПИН диаrрвммн 

'J) т8Ю1Х, что поддиаrрам~~Ы ~v; , :Ov.; , •.• - висячие и кu-
~ 1 .А. 

дая из них содерот 6олее одной вep!IIJIНН. Тогда дваграмма ~ 
ПОJIУЧВется из ~ удеJlением :всех последователей вервин ~ • 

"...!. , ••• (т. е. ОТ ПОддиа:грамм :J)'Ih , 1)'\F. , ••• OCT8ВJIЯII'l'CЯ 
АА 1. 1 

только корни). Мн~ство .J.Y .1. будем называть коице:внм IIНODC'l'-

вoм поддиаrраммы ~ 
Ниже в данном разделе мн называем путем из верШIIНН Vo 

в вершину Y"nt1 nоследовательность вида v;, do v"l. di ... V".t dn. • 
где ДIIЯ t • O,t, ... , tt , dt- дуга, :se,z::rщaя из вep!IIIDIВ 
1rt в вершину Viн . Как об:ычно, мн считаем, что путь 8V 

проходит через вершину 11 , если эта вeiJIDIII8 встречае'l'Ся в 

пути w-- • 
~ 

Концевое множество поддиаrраи;:н 't5".. будем обозвачаn 
через .М. tr . 

Определим бинарное отношение 11 на множестве А. k.- юrа-
гра.мм сле.uухщим образом:~ t~ тогда и 'lOJIЬКo 'fОГда, коrда 
существуют поддиаграммы ~1. , ~.2 , yдoмeтBOPJIIIIIIIe JO.OJ11181: 
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~ ~ 
( :J I) 35t I;%>1. • 
( :1 2) ес.пи Vj, , 1Тt - соответспущве вepiiiiOI подди..•-
~ ~ 

рвмм ~1 , W .2 , '1'0 Ц. f..М.i. <='> ~ Е .М.2 . 
Кir:верrочинй шаг llplllleiDDI к тахоl 1, k-дваrрвмме W , 

кo'l'Opu содерат попарно весрв'ВJПJWе вeJIIIIIIIВ 1{1 , ••• , ~т. 

и попарю нecpввJIJDIНe верm!IВН S 11 , ••• , ~~n,., , St:t , ... , 
'5 s.n" • • • ·: St1'1.1.. , · • ·, -$' """"' .тапе, Ч'1'О .мя JIIICSкx i.,J, р, 7-, 

где 1 ~ L 1 р ~ m , 1 ~ J ;:::; n., i , f ~ ~ ~ nр , 
внп~ся усжовия: 

КI. JIIXSaя верввва Qi не JDШЯe'fCJI поСJiедовате.пем JШСSой 

вер~~~~ВЫ ~ ff.. и не со:впадае'1' с вей. 
К2. Все пoд.циarpallllbl d)su - иисJIЧИе. ~ 
кз. ~fu~· ПJIIЧе~поддиаl"РВВIМЫ 'iJ~iJ и "3)!i. 

oпpeдeJIJrellble отношением I 1 , удовиет:ВОРJDJ'l' CJieJt.VIIIDDI уСJiови-
.1111: 

висяча.и; 

КЗ.2. JJ1ICSaя вep!DDI8 Jl9 мвоаеотва .J\1pp не предmествует вер
шиве ~ij и не совпа,.цает с ней; 

КЗ. З. eCJIИ вер11111В8. ~ iJ JIВJJJreТCJI поСJiедовате.пем вершивн 

7Р ' то M~ijE.Мrp' причем, ес.пи Ее:.Мрр и Е. ЯВJIJieTCR 
пос.педоватеJiем DeJIIIИIIЫ 5lJ , то Е. Е .М.t ij. ; 

КЗ.4. м.я: JJ:I!бoй парн соответст:вупцих вершив с , ё~ nод

диаграмм ~~iJ , ~ ttt ес.пи Е Е.М. Jё) и 6~ Е .1'19{ , то ~ под
диаграмме :D.м. = ro - u ~"' ' где 111. = { ~i.j. : 1~ tJE:m, 
t ~ ~ n t} u .lJ .М. 'lt '~~'' . нвйдется вершина J такая, что 
""' I' "'1"\ ._.~ ' oLJ~ ftf..JJ и 'X>ai-1/DJ' nричем: 
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КЗ.4.I. ecJIИ, кроме того, c€j,E.Мi и SJL - соответству1111ВJ1 
ей верпива из ..М.рр , то 3)tSLI; 3)_р , г~: .Р - та ае верш~ВВ., 
что и в пункте КЗ.4. 

В применении к твой диаграмме f/) (т. е. с внбрвiiRНМ!I вер-

шинами ? :i. , ••• , ? "" и ~11 , ••• , g'""'"' , удовпетворsDЦИ-
ми вшпеприведенннм условилм) IС~-сверточнd 1П81' состоит из 

сле.цуD~tИХ операций: 
А 

I) применеиве 11 -сверточвнх Ш81'0В ко всем парам поддиа-

грамм g)~i.J. , f})'li , г:е !' L~ т , i~~n;.; 
2) применевив 11 -сверточвнх Ш81'0В ко всем или некоторым 

парам поддиаrрв• :1) € ' [J) р ' где е - верпива из концевого 
множества м 1'). , не ВХОДЯIЦВЯ В МНО&еС'rВ& м~ , f ~ Р ~т , 

Г& ~р· 
j ~ q...~ np' а .Р - вершива, УдоВ1IеТВОРJШЦ8Я YCJIOВИII КЗ.4 

(множества MR иМ~,,. опреде.IIJШ'l'ся условием КЗ). 
Диаграмму w l , ROTOpyl) МОJ!ИО IIOJIY"DD'fЬ ИЗ диаrр8М11Ы XJ 

с помоЩЬI) JСI1-сверточнwс и Ij-сверточвнх Ш81'0В, назовем 
Kl,r-cвep'1'Roй диаrрвнiЬl ~ , т.е. операция КI1-свертu -

ЭТО конечная RОМПОЗИЦИЯ к ~~-свертоЧННХ И r;-сверточвнх ша
ГОВ. Соответствущее отношение обозначим ~ • 

Теорема 4. Если f - побуквеiDiое О'1'Ноmение на j_ ф' замиву
тое О'l'НОСИТеJlЬНО предеJIЬВОГО перехода, И ДИ8Гр8181В :J) l ЯВJI.IIe'!'
CЯ К Ii-cвep'1'ROй Ak-диarpallllbl g) , тoiOI;'JJ~ т.е. 
~cJ;. 

t В CИJIY ТеОреМЫ 3, а Tmate ввиду тр8ВЗИ'l'ИВВОС'l'И О'l'НОШеВIIЯ 
1{ достаточно рассмотреть случай, когда диаграмма 1J 1 получа
ется из диаrраммн XJ применевием одного IСI,~-сверточного 
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шага. Пусть он применяется к поддиаграммам с KOIIIJDIИ Q1L ••••• 
?111 • ~ :L1. ••••• S mn",. удовпетворsшцим усло~ КI-КЗ.4.I. 
Не уиевъшая общности, мн И>Zем сЧИ'!'ать, что 11 -сверточнне 
шаги пpимeiUIII'l'Cя ко всем парам подциаграмм :JJE • ~ .1' • указан
внм в пункте 2) определения Jе~-сверточного шага .• Нам надо 

доказать. что д.пя JDJ6oi ветви W' диаграммы 1J в диаrра~ 7.fe 

3J 1 найдется такая ветвь 1J 1 • что А w-f l 'IJ"1, причем 
фувкция<f,определяемая условием: ~~~"= w-1 , сИJIЬВОоднозначна. 

Введем с.педуDQИе обозначения: 

( ~ ~ ) - путь lJ'""' проходв'l' через некоторую вершиву 

Slj. t.<: i~m . t~j-~nc.; 
сМ$~ - путь LV' про:=оди; через векото~ вершину ИЗ 

концевого множества .М..~tj, ~~t~m , i~J~ni; 
~ W) - путь W"' проходит через некоторую вершиву из 

концевого множества м?, . ~ ~ i~ т. 
Отрицания этих предикатов обозначим, соответственно. 

( ~ W'), (~ W). <Мр 1.V). Вмес'l'О конъюнкций вида (' k)'"' )~ 
( Мр kh будем писать ( ~ W". Mf'IJ). 

Далъвейmее доказательство производится по следующей схеме. 

Свача.па д.пя произвоJIЬной ветви J,V диаrрамlоiН 'д мн доказы-
ваем существование в диаrраиrе ~ 1 ветви W 1 • удовпетворя»
щей условию: A.wf A.v-1• Для этого мн рассматриваем для ветви 
1лi случаи О, I, 2, 3 ~ соответствуuцие ситуацилм ( J5 'И/, fv1~ W'), 

( ; w-.Mp '&J'"), (~ 'I.J'"",.М.$14}) и (~W" ,М.~W>. (легко видеть, 
что зп ситуации образуют ПОJIИНЙ набор случаев). В случае О 

доказательство заверпается, а в случалх а.. , где а. ( { I, 2. 3} , 
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оно с :водится к paCCII)'l'peJIIII) все:воз~ЮJЕВНХ по,цслучае:в е = о' I' 2 ,Э 
дu иеко'l'Ороrо пуп ~i. , по.иучеввоrо :в хо,це ,цокааате.пьс'f:ва. 

Тuие с:пуацп мн обозначаем через Q.. g . В случае ctO ,цоказа
тет.ст:во за:вераае'fСа, а :в СJJУЧ8ЯХ Q..I, d.2 и аз оно .цо.шаю 

быть про,цоuено рассмо'fревием с.пучаев О, I, 2, 3 дu веко'1'0роrо 

IJY'l'И :Е_,. И 'l'.,Ц. С ПОIЮЩЫI IIIЩV1ЩDI МН ПО:КВ81D8811, Ч'1'О ДJ1Я ." * .пlбоrо J.. из { I, 2, зJ :в случае r)..O ,цокааатет.ст:во 
за:верmаетса, а :в случае ~а. , г,це Q.E i 1,2,3 J , .цоказа
теm.ст:во про,цо.паетса с результатом, авмоi'ИЧН&М результату :в 

случае rA • ТSRИМ образом, дu за:веJ111еВИЯ ,цоказа'!еЛЬст:ва оста-
е'fСа росс~Ютреть все:возr.юDКе случаи вца cJ.. , r,це ,).. Е 

~ , 2, 3} 00 , что и ,це.паетса :в после.цнем пункте 4. 
Итак, евачала :в качестве базиса :ивду1ЩИИ рассматри:ваем с.пу-

чаи о, I, 2, 3 .ц~Iа произвольной :ветви \)" .циаrраммк '1J 
0 • ( 5 W", м r W") • В Э'l'ОМ случае :ВеТ:ВЬ w- не проХО,ЦП 

через корни П011дJIВI'pm.e4 :DI;ij и ;/)е, , г,це S ЕМр, , котсрке 
отбраск:ваmса при JСI1-с:верточном шаге, а 'l'SR КSR сог.пасно К2 

и КЗ. I эти поддиаrраммы висячие , то это означает, что :вет:вь 'kt" 
не затраrи:вается: IСI1-сверточным шагом и ПОЭ'1'01.\У со,церuтса и 
:в диаrрамме 'J) 1 , т.е. в этом случае I..J"1 = W"" . 

I • ( 5 w- , М 'Иr) • В этом случае вет:вь 1J предста:в.п.я:
ется: в виде (I) : J =';/о Z0 , где 'Jo - иачальвкй путь в 
иеноторУJ! вершину € из конце:воrо миоаест:ва ./1 ~· . а l 0 -

ветвь поддиаграммы ~ё (схема этого случая изоб~еиа ва ри
сунке 2). 
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Рис. 2. 

Согласно КЗ.4 в ПDд.циаграММе '1J"=f1)- U 3).,.. где 
М J ~ • • } ,A·~om м "..м 

1• 1==1 ,:)iJ.: 1.~~m, i"~ni U .D.l'lh· , существует вер-
." t1\ !' tТ\ с..=~ l'" 

шина j таиая, что oUt frJ..JJ , и следовательно, в ПОдд118.ГР81t-

ме [),р имеется ветвь 'Xj, , удов.петворJD~~~ВЯ услоВИII ( * I) : 

.!'1:.0f А. :ti . По определеНИJ) IC'ls -сверточного шага в диагр&J818 
{/)1 существует начальннй пут:ь 'tr1 в веiJDИНУ .f , O'!'JlJIЧВ»
щdcя от пути ~о тол:ьхо последвей .цvгоl, хотарвя вместо вер-

IПИIШ € ведет в БеiJDИВУ .Р , и следовательно, А ~'1=.!~0 • 
Поэто~ В силу(!), (* l) И СВОЙСТВ <f 2), <f 3) побухвевннх 

отношений получаем ( f I) :.А. Wf A~'Zt , где 'j1.. - начальный 
пут:ь в диагр!UIМе 'J) . 
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2. \ ~ 'LJ-, ~ 'I.J") • В ЭТОМ случае ВИВЪ W" II)DO пpeд
C'1'8JIII'rЪ в :вuе: 1Ar = ~ ~ , где 'Jo - вa'I!'8JJЫIНI 1JY'ZЬ в 

вера~D~у ~tJ. , а ~о - ветвь ПО.ддиаrр8181Н [})~'J . 
Пос:ко.пъку ветвь V , а следовательно и :!!о, ве npoxo-

д:l'l' через вервину из :концевого множества .М. !tj , то по опреде-
.пеВIII O'l'НOШeiDIЯ ~ в по.цциаrрамме :J)'lt сущес'!'вует ветвь 
~ '1'8IC8JI, что .А~ f А z1 { * I) • ибо в этом случае 2 о 

~ 

~ Z:t. я:вплmоя ветвями, соответствевно, по.цциаrрамм ~~У и 

ropi . Обозначим через :/:1 начаJIЫIНЙ путь в вершину ?i , 0'1'-

JIИЧВIIЦИЙСЯ от пути ~о TOJIЬP:o последвей дугой. Тогда из ( * I), :как и в случае I, ПОJIУЧИМ соо'!'Вошепе {Д I) :A.vj. .!~12,_1 
где ваЧВJIЫIНЙ путь !f:~. , в силу уСJiовия КЗ. 2, содержится в 

диаграмме ~ 1 • 

3. { S 1.J" ,М~ '\J'). В ЭТОМ случае ВеТВЬ ~ II)DO пред-
СТавиТЬ в виде: "W-= !Jji'J ~ 20 , где И1ij - нaЧ8JIЬRid путь 

в верJ~~КВу ~ ij , ~ - Dy'ZЬ из вepiiiИНII ~i.J в векотор вep-
IПIDIY € из концевого 111оzества .М.~tJ , а %.0 - ветвь под-
щ.rраммы ~Е, • ПоСКОJIЬКУ ~ ЯВlUIS'fOЯ В8ТВЬ11 DOддвarpallllbl 
~ 
~St} , ~огJUЮно ( :J I) ей соответс'!'вует ветвъ 'tJ;i~ под-
диаrрамiiН [}?l , вeдYDIIUI в вeкO'fOPYII вервииу 6:~. из концево
го 1111оаества .М.,, , причем ВIШОJIИJIВТСЯ ycJioпe (I):lttf.A.'*~. 
<mie'l'DI, что в св.пу КI и К2 1JY'ZЬ 1J;S содеJIIПСЯ в диагра11118 

'JJ' . :1. 

СогJUЮно КЗ.4 в ПOJUtВ8I'P811М8 :J).м_ (а СJiедовате.пьво, и в 
Д1(81'рВ11Ме ~ 1 ) существует вepmlll8 J T8IC8JI, что в ПО.дди8I'1ВI-
ме 1) р веетоя ветвь :i!.L , yдo.ueтвoPJDIIIIЯ YCJIOВIIII { * I) : 

AZof А ~1· 



ВозМJDН д~ случая: ( ~ 'WE~) и ( ~ 'WE.:~). 
а) Пусть ( ~ 'W""~), т. е. путь V"~ не проходи через :ка

ку»-JIИ6о верпиву ,S r1- • Тоrда в .1tИВI'PEI*e :J) l существует 
путь ~\f из верПIИВН ~&. в вершиву j , отличащийся от 
пути 1Ji4. ТOJIЫto последней д,vrой и потоtq удовпет:воряiiЦИЙ yCJio-

ВJШ <2> : А w~tlf •.А uej. . 06ознаЧ101: ~J.. == ~iJ ~· еоr.пас
ио опреде.пеНПI lСlгсверточноrо шаrа наЧSJIЪннй путь :1-~ в вep-

IIIIIИY .Р содерurся в диаrрамме '1J 1 • Из (I), (2) и <* I) 

в силу свойств ( f 2) и ( f 3) побуквешпа о'l'Иошений ПОJIУЧ8ем 

<А I) : A'W'JA.~~-
б) ( 5 W'E:L.), т.е. путь t.J-t~ проходит через некоторую 

вершину ;р,_ (см. рисунок 3). Пусть 1JiJ.-td.'IAJE~ , rде t-:1. -
путь из верiiiИНН ~i. в вершиву ~ р lf. , а 'IJE~ - путь из 1 

верJПИВЬI ~ ,.,._. в вe}IIDIIDY Е::1. • Отмепм, что в силу (I), t ""; < 
<t-we (3). ~ 

Соr.паоио КЗ. 3 верпива €4. привад,/Iеzит ко:нцевому мкожеству 

.М.~r1-' поэтому в CJUIY К3 в Мрр имеется соответствупцвя ей 
вершива е1 , .uя которой соrмсио КЗ.4.I ВШIОJIНЯется условие: 

fl)Ea.J:g:)J'. Обозначим через 'Wt1 путь из верп!ИИii ~f в вep-
IIIIIИY €2. • EcJD1 пут:ь Ы€ не проходит через хаиую-JIИбо верпи-

~ tl н:у ~ 'l s , то обозначим через IJ-~ ваЧSJIЪинй путь ~i.jl'l i ~ 
'«~es, l l , rде ~ lj l?i. - наЧ81IЪИНЙ путь в верпвну ?i , t!J.. -
Dy'l'Ь ИЗ B8IIJIИIIН ?t В вершину '2f' , 8 'lAJ~f- путь ИЗ вер
ШИИН flp в вершиву f , причем все эти пути отJIИЧ811"1'ся, 
соответственно, от путей ~\1 , 't~ и 7JE1 ТОJIЪКО ~следиими 
дуrами, и СJiедоватеJIЬио, А. blj_t;l'l.t =А. 'l4r~.:) , А. tJ. ~А. t~ 
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Рве. З. 

и А 1AГEs.l/ =А 'kr~ • Тогда, :ках и в с.лучае а), по.иучаем соо'l'
ношеиие { /::. I) :J. wf J. ';f1. Z~ , причем сог.иасво опреде.певиl) 
J(~ -с~ерточвого шага вачв.пъинй путь ~1. содерzится в ~ 
118 ~ • 

Предnоложим, что DY'l'Ь ~ проходит через векотор вер-

шину ~'tJ , т.е. ~L-t111.J'€~ , где t!l - цуть из вep
IIIИIIН р р В верпиву $ 'LS , а 'k/~ - путь ИЗ Бe];IIIJIВЫ S'-t В 
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вepiiiiiВY 8,1 (см. рисуво:к Э). Так как lw-e:_<l.Т~~Щ1 • 'fO 

в св.пу (З) : fw-r:_ < tкr,:_<~(4). Соrасво кз.з верава 1 Е~, 
п:pJIS8AieD'f IIIВO:zec'l':вy M~U' поато-.у в св.пу КЗ в иовцевок IIНО
аеспе .м 'l'l. CYJ18C'I':&ye'l' COO'I'Be'I'C'J.'ВyDQIUI верава € З , AU КO'fO
pol соrасво КЗ.4.1 ВJПICUПII18'!'CSI yCJioue: 2)ei:~. 

Ес.п IJY'fЪ Wfs :ва BeJ8111111 ,"t в :&eJ811Y Еа ве прохо-
ди через :ка:куD-Пбо :&eJ:ВIIII1 ~tt • '!'О обоsВ8'11111 через ~:1 

.. _,... t' t' t' вачаю.внt IIY'fЪ ""~tjl'lt ~ t ы-'31} • rде t. - DJ5 :ва верв-
ин '? f в DeJIIIIIIY ~ "1. • o'l'JIВЧ&IIIdcя O'l' пуп t f :ва вeplll]lll 
V! Р в вe}81JD11 ~ "tS '1'О.ПЬ1W поСJiедвеl дyrol. а ~1 1! - JJY'fЬ из 
вершпн p't в вe}IIIIIIQ' f , O'f.IDI'IIВIIII.s O'l' цrп ~ 1 'fО.IЬ

ко поСJrедвеl .цуrой (цуп ~y.l 'li в t~ определевн :вшве). Tor-

111J., как и в преды.цуще11 случае, • 1I0J1Y1D111 соопошевие ( А 1) : 

А. ~f А ~1. 2.~ , rде 'J~ - вачuьвнй цутъ в .JtUI'l)8ММe ~ 1 • 

Если :ze цутъ 1JE3 проходит через вeKO'l'OWJI вершину 5' -ti , 

ro прпевив к 'blE3 '!'акие ае paccpgteви.s, как и д.1IЯ 1.cJ"€2. , мы 
IIOJIYЧIIII СОО'I'ВОШ8КИе ( 5) : е 'IJ"~ < .t'IJ"~ < l1JE~ < щ , И8 KO'l'O

poro CJreдye'l', Ч'l'О такой процесс ве JIOET продолzаться бесконеч

но, и потому ва вeкo'l'Opoll шаrе 1111 ПOJJY'ЧИII нуzвое соотношение 

(д 1). 

Итак, д.1IЯ проиэ:во.пьвоl ветви W дваrраммы XJ мы по:rrу
чuи в случае О ве'l'вь 7АТI Д118I'рВИо1Н :J) 1 , удометвор.~D~ЦР> 
уСJrовию Awf A:IJ"f , а в кадом из случаев I,2,З - нач.альный 
JJY'fЬ ~:1 диаrрв181Ы XJ 1 , ведущий: в некоторую вершину ~ , 

и ветвь ~1. под.ц118Гр811МЫ :JJ 'l& диаrраммы 1) такие, что вн
IIOJIНJreTCЯ условие ( Д 1): А. V.Т:f .А. ~:1. ~:L • При атом вершина 
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юшяе'l'С~бо одиоl вв ве],1111111 7i , пбо вершввой f поддва

rрвммн 2:>.м. , в о.педова'!'е.пьва, вер1111118 v;_ coдepa'l'C.s: в два
rр881е 1)' . 

llpeJUIOJioDК, по д.п.s: ветви ~ .Jt1l8l'P!UIМН 1J в случае 
t:A. , rде о(. Е { I , 2, З } n.. , n. ~ i. в ,д1181'рВ8е 2J 1 по.пучен 
вачuьвнИ Dy'l'Ъ S.n- , веду11U11 в вeкo'!'OIJYII верmвву 1lh. , в в 
под.1018I'РВ*е !Pv". .Jtii8I'P8I8Ibl :1) с~ес'!':вует ветвь ~"' та
кая, по ВNПOJJ'В'fiA'fC.S: ус.повве <А n ) : А 1.&1 t А. tfn 2.n. . PacCII)T

pDI все:возiiОDНе с.пучав ~а. , rде Q.€ { 0,!,2,3} , т.е. с.пу
чав а. ;цп.s: ветви ':i!n.. по.цдва...-rраи~Н q) v.; , в покааек, что в 

1 1'\ 
случае oLO в диаrр&181е [/) существуе'!' ве'!'вь L.r 1 таха.s:, Ч'!'О 
А. vf .А. цrl • а в CJIYЧ8JIX о(. ct . rде а.. Е { !,2,3} • в .цва
rрамме /JJ 1 сущес'!'вует вaЧSJ!1aRНI Dy'rЬ ~ nн.. , ве,дуuА в не
которую вераву V'"tt+1 в R'ВПAIIIUIЙO.S: продо.пвеввем пуп ~n. , 

причем в ПО.дАВ8I'Р81818 ~V'nн .циаrрв181Ы '1J существует ветвь 
~n.н. таха.s:, что ВNDOJПIJle'!'o.s: уо.повве (!!. rL+ ~) : А 

А '\АГ fA. 'Jn+j ':tnн. • 
cto. Ec.7DI IJY'l'Ъ %n.. у;о;ов.петвор.s:е'!' ус.поВJО) О : {~2n. 7~ 

то он ив затрагивается К IгсвертоЧВШI maroм и пото-

му поо.педовате.пъносn ~ '• 'Jn ':ё"' .яв.ue'l'C.s: ве'!'ВЬII .Jt1J8I'P8IIIIН 
'JJ' . В св.пу <А n.) 8'1'& ветвь удовпе'!':вор.s:е'!' вуzвому 'l'ребова
ВПI: J..t.rf А. 1AJ'""f. 

rA I. ( 5 :ёn.. .ft\.2 ~п> . В 8'!'011 с.пучае ве'l'ВЬ ~n.. поддваrрем
IIЬI g)".l'\ прохо.JtВ'!' через иекотору11 вераву ё вз ковцевоrо мно
вес'l'ва .М." , т.е. Z-n~ ~ ~ (6), rде W( - пуn из :ВeJIIIВIDI 

еР 1 ~ LJn. в верпвиу € , а ~ .... - ве'l'вь DOJU1В&I'P818Н fJ..J Е • Со-
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rJIScнo КЗ.4 в подцваrр818е ~.М. (а сJiедователъво, в в двагрвм
ме XJ 1 ) ВJЕетса вершина .f тахаа, Ч'l'Ot])tl~X>j • т.е. в 
под.п;ваrр8181е 3J f существует ве'l'ВЪ ~n+1. • yдo:мeтвoPJIIIQIUI yc

JIOBВJ) <* ~+ !) : J.(f A~tt+i • Обозначим через ~lf путь 
ИЗ BeJIIIВВВ 'IJR. В DeJIIIIIIIY .f , ОТJIВЧ811ЦВЙСJ! ОТ пути ~ 
то.пько пос.пе.цией .цvrой. ПocitoJiьxy ':Cn.. ве проходит через вер-

JDПН вида ~ р~ • то ва-.а.пьвнй ~ъ tJn.~ = ер... 1.Jё1 1 в вep-
IDIIRY .1' содерапса в дваrра101е ~ 1 • Из (А n ) . (б) в 
(* n.+ {) В СIЩУ СВОЙСТВ ( f 2) В ( f 3) ПОбухвеввнх O'l'ROIIeвd 

по.пучаем (А n. + 1.) : А 1J1 .А. ~+J 'Z.,.н. • При этом путь 
'fttt~ JIВJIJI8Tca Т81СВМ продо.аеввем пути ~n.. • что IJ;"~fAJ.n.. 

r).. 2. ( ~ ~ • .М.~ ~ n.. ) • В этом CJIYЧ8e ветвь ~"' поддиа
гр8181Н 1J'lrn. IIODO представить в виде: -:ln =t ';l;~ • где -t -
путь из вершинн Vn в веи:оторую верпиву ~ ij • а ~/._ -

ветвь nоддиаграммы g)~y • причем ~~ ве проходв'l' через и:а
:ку»-JIИбо верпиву из концевого множества ..М.. ~ iJ . CorJiaCнo оп
ре.це.пеИВJ) .К J;,.-сверточвоrо 111ara в диагра~~~~е 'Ю' существует 
путь t 1 из вершивн 'Vit. в верmвву Г{;, • O'fJIВЧaiiiiiЙC.II от 
пути t 'l'OJIЬКO ПОСJiедвей дугой. lloЭTOI(Y В ,дваrра181е [J) / 
имеется вачап:ьвнй путь 'fnt-1.-== 'fn. t 1 в верпиву 'гi . Так 
и:ак ветвь ~~ DOДДDI'l)ВI8i ТJ~ .. ве проходит через ве~ 
из концевого мвоаества .М ~ i.J • то у.. corJiaCвo КЗ и ( ::1 2) в под
двагра~~~~е 'J)'l· дваrр81М1 '1) существует ветвь ~"~ такая, 
Ч'1'О А~~ ;f А. ~n+~ (7). причем 'Znн. ве проходит через вер
швву из концевого мвоаества .Мfi . ПocJI:O.IIЬRY l-t .. 1. t 1 • 
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и следоВВ'1'е.ПЬВО. .i 2~~,.- At 1 ~~ ' то из (d n) и ( 7) по.пучаем 
(А n.. + ~) : .!'IAГf А 'Jn.+t. !.м:t. • При этом пуоrь 'Jnн. DПJ18т
ся продовением пуоrи 'Jn , так что .t}n+1.> ~ • 

~ 3. ( ~ ".ln.. .М, 2-n) , т. е. в этом о.пучае ветвь ~h. под
.диа1'РВIIМЫ ~'11П. IIODO представиТЪ в :виде: ~n. = t 1Ji ~ , где 
t - путъ из верпивн 'IГ"n.. в некоторую вершиву ~i.j , 1Jt -
путь из вер!IIИВН ~ 'J в некоторую верпину ~ из коице:воrо 
IIВО&ества М~ .. , а ':1:~ - ветвь по.п..циаrраммн ~Е 

C)L~ 1 
Примевив к t , ~ и ::!n такие ае рв.ооуz.цевия, :каи 

и в случае 3 к ~ij , 'I.Jc: и :l:0 ,мы, во-пер:внх, II0JIYЧИ11 :в 
,диаrр8J1Ме rfJ l TSROЙ пуТЬ '\Jf~ ИЗ Вершинн ее: В HeROТOpyJ) 
вершиву l~ из концевого множества .М.е. , что буде'!' ВIШОJПiе
но условие (I) : .А.~ f А W€1. • Во-вто~, в диаrрамме f/J 1 

вай,це'l'Ся вершива f и такая ветвь Zn+1. ПО.ддиаrр8М11Ы (]) }' 

диаrр8ММЫ Ю , для которой будет ВШЮJIНено условие ( * n..+ t): 
A~~fA. '2.1'\-н. 

~нейmее доказательство .мя случая J., 3 дословно оо:впвда

ет о до:казательством .мя случая 3 (начиная со слов "Воз~~Юавы два 

случая: (' W!~) и ( ~ ~~ )"), если в нем пути ~tj , У1.. , 
~1. заменить, соответственно, путями i: , ~n+:t. и :'lм.L, а 

соо'l'Ноmения ( * I) и ( /). I) - соотношениями <* n..+ {) и (An+t). 
При этом, как и в с.пучавх rJ., I, fA 2 путь Jl..ntt ЯВJJЯетоя 

продолжением пути ~1'\.. , так что ЬJ.n..+1. > ~. 
4. Из nредыдущего до:казатеJIЬСтва вытекает, что для некото

ПЪIХ ветвей 1.J- может существовать бесконечная последовате.пъ-

иооть НЗЧЗJI!оННХ путей У1. , ';19.. , ••• диаrр8ММЬ1 IJJ 1 , ве.цущих 
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соответственно, в вepJIIIIJibl ~ , '1fi , . . . тахие, что в ПOJUtИa-
I'pВIIIIВX 1J'frj_, I01Ji. , • . . Д118I'рВ1а1Ы ']) сущеСТВJ»'f ветви 
~ , ~ , ••• , удо:uетворJШЦИе ус.повиJD/1 {Д n. ) : А ~JAY,.~"' 
rде l\,=1,2.... При атом кuднl путь ~ яв.uется 

продо.пением пути Y.n. • 
По:кааем, что и в атом о.пучае существует ветвъ '\J'- 1 ,;ura.rpвrr 

11& '/) 1 , yдo:ueTВOPJDIIIflЯ YCJIOВJII): J:IAJ"' f А W" 1 • 

Тах 1tU .щrк JDЮoro n И81JВ.l!ЬННЙ пуо:ь !fn.+:L ЯВJUre'lCЯ 

продо.ае:нием цуп V.n. , причем fAJ.n._,.:t..>~,._, то в дв.а.rрв18е 
3)1 сущеопует еsескоиечвая ве'l'ВЬ 1А1 1 такая, что :Jn.~n. r 
1N-1 , rде р ( n..) = l'jn" . А тах :каR отво111еиве f sамк
ву'IО относительно предельвоrо перехода, то из соотвошевий <.4 n.) 

Вiпекает: А 'IJ-[ A1.U~ 
Остается показать, что построениое ВНIIIe соответствие r:p 

маду DeTВIIIIИ I.J'" И 1J,)'/ дваrр811М ro И t]) / ЯВПЯ8ТСJI СИJlЬИО
ОДВО8И8ЧИОЙ фувкциеl. ПуСТЬ V;1 И V~ - проиsво.иьвые ВеТВИ 

диаrр811111Н 1J , отJDIЧIШЦИеся векоторши дуrами. Ilyc'fь, напри

мер, v~ =- 'WO vo d..o:~..'Zot• 'Wi = 1А>о vo d.o9.. ':Соя. ' rде дуi'И 
d..o1. и dot раЗJПIЧВН и веду'!', соответственно, в (не обяаатель

во раЗJ!ИЧВЬiе) вepiiiИШI 1Т~ , 'U'2, • Здесь ~ - вачапьвнй цуть, 

ведущd в верПIИВУ V0 • Обозначим: 'i/tн. = 'WO Vo do.i , 'lot • 
• 'WQ'UQ ol_Oi • llос:ко.пьиу IJY'lИ Jh-:1 И 'iot. OTJIИЧ811'lCJI '!'OJIЬitO 
после.цними ,пуrами, то оп проходк'r через одни и те ае вepDIIIJIН, 

и поэrо~q JIII6ol из о.пучаев О, I , 2, 3 ВНIIОJIИЯется одковрекевво 

.мя обоих пуо:еl ~:1. , 'J-0 2.. 
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Ес.п ( ~ Уо1•.М2 ~ot>, rде 
wf-(/J~ • ~- ~~-

' rJ.~ 1'1 ..... , 1 1 

, 
Le {r.2} , то :ве'f:ви 

пpeдC'.r8В.IUIIJ'lCЯ В ВИ,1{8: vf. '= 

, rде вaЧ&IIЬJible JQ"'JJ IJ!.o~ , • ~:1-о~, ~2. ~ 'JOL :ёQ.2. 
% 2,. IIOI'y'f O'l'JDIЧ8'fЪCЯ, СОО'fВ8'!0ТВ8ВНО, O'l Цf'lеЙ ~J-c~ 1 

~SZ. ТOJIЬlltO пocJieДIDDIИ дуrав, причем эп дуrи у путей 'J/a 

~bf. pв.зJDIЧIIЫ, ПОС:В:ОJIЬКУ OВJI JIИбо СОВ:п;вдат О дуr818 oL-01. , 

d.0 2 , пбо по.иученн присое,101Вевием вх :в: JJ;PYI'8 верп11В811, оп-

реде.пяеМНII kl:r<':вeproЧВНII шаrом. Та:в:вм образок в этак с.пучае 

ЦV'1'И '/Ar.i , 'IAJf 0'1'JIJIЧЗI)'.I.Я ие бoJiee дaJI8DIIII д,vr811В, чек пу
П 'W-1. , ~2. , в с.педовате.иьио, удо:ме'fВОРJШ'l' иуио~ треба-

В8ИИ11. 

в :в:uдок из о.пучаев !,2,3 дпя Цf'lей t;J-01 , ';10 2, один ва 

8'1'ВХ CJIYЧ88B :ВНПОJПIJI.8ТСЯ И ДПН В8'1'В8Й 'lV:i. , 'LJi (ХО'fЯ ие 

обяза'fе.пыю ТО'f ае , что в дпя Цf'rей 'J.o:t , 'J.т, t. } • В соо'fвет

стввв с проце.цурой по.цучеивя :ветвей 'kr:f , 1A.Ji1 , OIIJIC8ииoй в 
1 t1 ,_, 

пуи:в:тах !,2,3, tt1.. I, (). 2, ~ 3 в 4, ВИВ11 ?.V~ , wt IIOJIYЧВIJf-
cя Цf'leK продо.аеивя ие:в:отора вa'IJIUI :ве'l:вей 1J'i_ , 1.Jt. 'faD-

1111 ЦV''!'-, :В:ОТО];118 COO'fВ8'fCT:&yll'l O'rp88:в:&ll ВИ:&еЙ 'IJi. , 1Ji В 
cuy опошевd 1 f JIJII[ J J -w- ие:в:о!О1J118 ~ 
1181111 Д118.I'118181Ы 1J . ПоС:В:ОП.J1 'faDe COO'fB8'1'0T:В:U JDWID'lCS: СJШЪ
ИООДИОЗВАЧВВ11111 '1'0 рвз.пвчве В 'ДYrU. В8'fВ8Й ~ , 'IJi «'Уде'f 

переиоси:ьсs: в ва ве'f:ви fJ{ , 1At,! с ВIШО.IВевиек ус.ио:вtiЯ 
с:в.пъиой одвоэвачвосп. + 

В раце.ие 6 Е прое.цек првке);ll, UIIIIC'fPJIPYIIQВe 11рJ1118иеиве 

ICJ, -сверrочв:нх опервцd :в: ВIIЧIICJIВ'1'eJIЪIIНII дереВЪSII дпя 11В1ПВИ 
·ТЫJрввrа. 
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5. 2 <р- свертхи. 

Пусть CJ> - б11118риое oтиoDteВJie на мвоаестве диаi'Р811М и 
{J:J - дваrра181В. Наэовем опервд~еl Р -замеин в прикенеВJIИ к 
диаrра1111е ':D закеиу кaкoi-JDiбo ее висячей полной поддиаrрам
мн lJ).,.. тахоl Jt811I'P8111Юй ~~ • по 3),/P:JJ~ 

Будем обозвачаоrь: :о+Ю'. ес.пи диаrрамма '1)1 получена 
из дваrрв1111111 ~ цуtем првмцеmш одной операции Р -закенн. 
Рефиексивное и транзитивное з•IIНКSИIIe о'l'Ношеmш ~ обозначим 
через.!_ • 

Отношение <р будем называть ltВВЗDонгруенцией, если 
~С. q> , т. е. ~ .!..1)1 впечет 3Jф2)! 

Симметрвчная uaзDOнrpyeiiЦIIЯ назWIВ.етсs ltОнrруенцией. 

OчeВJIДJIO , что :ВCJIКSJI :1t1ЩЗJ11tонгруевцвs рефпексивна и транзи-

'fDIIa, и с.педовате.пъно, всякая конгруенция ЯВJIЯется omomeDeм 

ЭltВJIВ8JiеНТИОСТИ. 

Аеrко доказывается сжедупщее: 

Прщожение 5, 

лжбое из отношений 

Ес.п f - побуквеиное отношение, то 

11 • ~ • Q1 • I; . ~' . Q~ яв-
.пяется uазDонгруенцией. 

Конечв:уJ) композИIUШ опервцd ~ -закенн и <1?2-свертоЧНI:'.Х 
III8.I'OB назовем z~ q> 2, -свертоЧВОЙ опервд~ей, а ДИ8:rр81811у :J) l , 

по.пученвуD ИЗ ~ g) С ПОIЮЩЬI) z • .d.q>t_ сверточной ОПе
рвцп:, будем иазнвать Z. Ф- с верткой диаrраммн 3J . В этом 

i"t Z9 CR, ""1 
с.пучае будем обозначать: Ю ~.,u • 

Вместо Z q> <Р будем писать Z q> 
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Ясно, ~ есJ1И опошение ~ - к:ваз:поиrруеВЦIIJI, а о'l'ВО
шение ср2 -устойчивое, то ~ c.<Ru<p~. ПоИ'Ому, ес.п 
f - по~еивое отво~~~евве, замкву'l'ое о'!Воспе.пъво предельвоrо 

перехода, '10 :в cuy '!'еоремы З : :.Вt c..Qf 
Теореа 5. EoJJИ побуквеввс отношение J 'l'ако:во, Ч'1'О 

JIIIdoe IIВODC'l':ВO Q С: А. 8 вмеет конечвнй .J- -бапс, то д.u 
JIIICIOI !.lc -диarpв.IIIIН существует конечная Z'Wfii -свертка. 
f Пус'!'ь [}) - произ:воJIЬВаЯ А, k-диarpaiМl и mdуквеввое 

О'l'ВОJПевие .J удоВJiеТ:ВОРJiет услоВИII теоремн. Тоrда, поско.пьву 

мноаст:во .A.W1J имеет мнечвнй :f -базис, то существует ва
ча.пьвая субдваrр8181В g:) 1 диаr:рвJ.WЬI 'XJ , мв:оаест:во всех вет
вей которой конечно и которая: удометворяет услоВИII: Х> ~ ~ 1• 

Примеиив к диаrрmме ::D операцию ~- замевн, мн ПОJJУЧИМ 
диа.I'Р811МУ j) 1 • так :как мноаество всех ветвей диаrра181Ы {/) 1 

мнечво, то JIII6aя ее ветвь, начиная: с некотороrо места, не со

деркит ветвящихся вершив (т.е. вершин, ПОJ1ожитеJIЬная степень ко

торых 6оJ1ьше i) . Это а.значает, что в диаграмме :Х> 1 существует ко
нечное сечение V такое, что д,п.11 .IШбой веiХJ!инн 1Т из V под
диаграмма ~ диаrра181Ь1 flJ 1 состоит из оuой ветви. 

Рассютрим .мя произво.пьноrо сверхСJ1о:ва ,).. из .А. 00 11Во-
жество1': = { tJ..[i..J ею]: LE.N 1J, rде rl..[i,oo]:: 
= o{[i.] c{[t+1] .... ПoCitOJ1ЬltY это МВОDС'l'ВО имеет конечвнй 

f -базис , то сущест:вуvr 'l'SRИe И8'fУРВJ1ЪВЫе чис.па т , n... , 
Ч'1'О т < n и ot[ n, 00 JJ ci..[ mJoo J . Э'lО означает. Ч'1'О Jr.U 

JIIJ6oй поддиаrраммн f/)fv- , rде 1ТЕ V , существуvr такие :вер-
""'' 11 '1\, I "", 1ПИВН v И 1f , Ч'1'О cU1jt /- fJ.JVII , ПОС:ко.пьку каz.цаs 
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такаJI по~ :J){r состоп u одвоl бесионечвой :ветви и по
тому J. W tJ/.,.. JIВIIJIВ'!'C.S: с:верхоJiо:вок :в SJiфв.впе .1. Очевидво , по 
IIВО&ест:во V 1 :ве]IDИВ V 1 образует ковечвое сечение Jt1I8I'P8IМI 
3:J 1 , удовпе'f:ворJШЦее YOJIOВIIJDI (I) и (2) 'feopeiiЬI I, и медова
ТеJIЪИО , AU дваi'Р811МЫ g:J 1 сущес'f:вуе'f конечная 11 -сверо.rка, 
'f.e. ,tUIJI дваrра181Н :D существует конечвu Z~rcвepo.rкa •• 

Из до:казателъотва этой теоре• непосредствевво видно, чт·) 

пplllleВJieiiЬie 'f811 11-свеРfОчвне 111В1'И удовпе'fворяm условию б) 
теорема 3, 'fак Ч'fО • по.вучаек 

С.Пецст:вие. Если по~еввое отношение f таково , что 
.DICSoe IQioжec'fВO Q ~ А :имеет ковечвнl f -базис, то д.7IЯ 
JIIICSol А., k -диаrраммы XJ существует конечная ~ J :1- -сверт
ка (и ОJiедо:вате.иъно, Z ~ -свертка) :/) 1 , удовfетворлющая 
YOJIOВИII: 1.) '!j 1:) 1• 

Соr.пасво теореме 3. I из работы [ 2] ТSRИМ отношением .я:в.ля
е'!'Ся отвошевие h , TSit что JIIJ6aя А. k-диаrрамма Ю имеет 
кове"ЧВУJ) Z~с:вертку XJ 1 , у.цовлетвор.ящую условию:~У!(Ю~ 

6. Примеw. 

Как и в [2] мы сопоставляем :каждой машине ТЬюривrа .вычис
птельвое дерево, корнем которого является кратная конфиrурация 

$1 Х' , Где $"1 - В8Ч.ВЛЪНОе СОСТО.RИИе, а Х - переме:нвая, 

IJP"D"'DJ,ВS: значения из леиточного алфавита б = f О, I, ••• 

... k-(} . 
Если St - состо.RИИе, а.Е Б , то двубунвеНИЬiе слова вида 

Si CJ... JШИ S.: ::Х: НВЗЬIВ8Ю'l'СЯ я;цр8МИ ( СООТВ6ТСТБеИНО 1 проСТЬIМИ И.ПИ 

кpa'l'IDDIИ) • 
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Ковфвrурацви :вида ot St O..j , где J.., J Е: Б* , ВSЗIDВ
ися просТН~~И, а ковфвrурацви цца o(StX и S&Жс(. - краDН8 

{.цруrп конфlrурацd ие'l') • Кц,цая вeJIIDDI8. 1; :внчвспте.о.воrо 

дерева, JIВJIJDIQIIJIDJI простой коврвrурвцвеl, :имее'r не более одвоrо 

непосредспеввоrо последо:вате.u, КО'l'О!НЙ совпадает с резу.иътатом 

првмевеВIIJI к ковфвrурацви ~ соответст:вуDЦей командн 11В11111НН 

ТЫJрвнrа (т. е. КО111ИJtН с TSIODI ае JЩрОМ, что и у хонфиrурации § ) 
eCJDI 'raкas: комrщца имеется. ECJDI ze ~ - хрв.тная ковфиrурвцu, 
то ова имеет не бо.пее 1<. вепосредствеиннх поСJiедоватмей, ко

торые сов~ с результатами применении к простым конфиrураци

sм, no.uyчeJDIНII из ~ подствно:вв:ами вместо переменной Х все

ВОЗII)DНХ букв а.пq&ввта Б . При этом а.- поСJiедоватмем ков
рrурацви ~ JIIШJI8'1'CJI реsуnтат примеиеввя соответствупцей кo

IIВII,1Di к 'rакой ковфвrурацви, которая по.пучается из S подста-

иовкой вместо Ж буквн а, из Б 
D.lчвСJIИ'rе.пьвне деревья машин ТЬIJрввrа II)DO рв.осматриватъ ,...," ,..., :как ~' -,д1!8I'рВММН, где ..=, - мвоаество всех ко!фlгурацd. 

Ес.пв ае веобхо.д1DЮ рассматривать :ВЫЧВСJDIТмьине деревья как 

А., k -диarpa8Ui, где а.пq&ввт А. кокечев, то II)ZВO считать. что 

:кццой верпиве ~ припвсано JЩрО Я~ ковфиrурвцви S . В 
этом сщучае :каждое ВНЧИСJIИеJIЬИое дерево юwrется .Я, k- диа
грвммоl (точнее Я, k.- деревом) , где Я - конечнd а.пфаввт, 
cocтoJDIUIЙ из всех в;цер рассматриваеll)й IIВIIIIIНJ:I. 

Получая конечине свертки внчислитеJIЬННХ деревьев с ПОJЮЩЬI) 

операций, си.пьво сохравлпцих тапе свойства, :как О, В, C,s:.Q. и 
' 

т.п. {т.е. вообще свойства, разре111ИМНе на конечннх диаграммах), 



56 

мы тем самыы nолучаем разрешапцуl) процедуру .п;ля этих свойств 

вычислите.пъных деревьев (а следовательно, и самих мвmин). Проб

лемы разрешения упомявутнх свойств наэнваmся, соооrветственво, 

nроб.лемой неnустоты, проб.ле.юй бессмертия и nроб.лемой существеи

вости команды о я;цром Si. а.. • Все эти проб.лемн в массе всех ма
шин а.пrоритмически иереэреii!ИМЫ. 

ПроИJШIIСтрируем применение Ц-сверток к ВЫЧИСJIИТеJIЬННII 

деревьлм 1Е.111И11 ТЬюринrа на двух nримервх. Предвариельио onpeдe

JDDI ряд ПOIIJl'tИЙ. 

Расширением простой ковфиrурацви )5 называем воsкую кои-

фиrурациll вида о(~ р , где fA .J € Б* ; есп ~ == 
= r s L 'Х • то pвclllllpeRИJDIИ ~ JlВ.IUIII'lCЯ ковфиrурацви :ви.цв. 
~rstX • либо rA'1Stfl • где ~Е Б* .~€ в+. если 

Jte 5 = St::C r . то pвclllllpeИИSDIИ ~ В8ЗНВ811ТСЯ конфигу-
рации вида StXYJ3 ИJIИ cl.StO..l', где t:A.1fiEБ~a.EБ. 
Мы обозначаем: ~ с yt , если ковфиrурацви '{ является 

рвс11111рением ковфиrурацви ~ • 

Дпя всякой мвшиин ТЬюрииrа и проиэВОJIЪной конфиrурtщии ~ 

мн обоэвачаем через [)~ внчисптельиое дерево с корнем ~ 
Qоrиошевия I= и I~ на множестве Я. k -.циаrрамм 

будем называть, соответственно, я.цернJВ'! изоr.юрфиз.юм и ядерным 

эвдоJЮрфиэмом и будем обозначать их I и 11• 

Очевидно СJiедующее 

Пре.можение 6. Дпя .па:>бой мвшинн ТЪюринга, если ~с ? , 
то :Ьрi'~ 

Пусть ~ - вычислительное дерево, ~ - слово в леиточном 

а.пфавите Б . Путь ~ d1 ~ !l. с(_ !1. ••• ~ Y1-i dn-1. ~n в дереве 
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~ назовем ~- путем, ес.пв в поо.педова'!'е.пьвосп ко~-
цd St., ~t. , о о:, ~ n-J. содера'!'Са ровно ./,J.. кра'!'IIЫХ ковфl
rурецd, и д.IIJI L = 1,1, о о о , вепосредс'!'веввнl пос.иедова-

• 
те.иъ (. -ой по порядку кра'!'Жiй ковфlrурвцви в этом пуп mwr-

e'!'Ca tA(l]_ ПОСJJ:едова'!'е.иемо В '!'аком с.QЧВе коВФП'.fр&цul ~ ,._ 

будем вазвва'!'ь rA -поСJiедова'!'еJiем коJфlrурвцви 5 ~ о Вс.п 
при Э'!'ОМ коJфlrурвцви ;-.,_1. mwre'!'Ca кра'!'ВОI, 'fO ~ 11.. будем 
вазнвать вeпocpeдмвeiiiiiDI rA - ПОСJiедоа'!'еЖем иоJфlrурвцви 

s~o 
EcJDI Q С Б* , 'fO (вeпocpeдcDeJDINII) Q.- ПDC.IQO:вa~ 

Jieм кoll(llrypщu 5 вазовем вcJIDI ее (вeпoc~'!Вellllld) 
eL - ПОСJiедова'!'еn 1 rде о( Е Q о 

Q. - ПOCJI8ДOВ8'1'e.IDI :Кop!UI DJI1DCJIII'1'8JI'O дерева ~- 118811-

ва'!'Ь Q- верmивв•о 
Звмепм:, Ч'!'О Jlllбaa :крв'!'ВВИ ковфвrурвцп S АВ oUiбoro 

с.пова о/.. из Б* имеет ве CSWJ:ee OJUIOI'O вeJJDCpQCDe:ввoro 
tA. - поо.педовате.иа, во II02'!' Jllle'!'Ь :весиоп.ко о{ - пос•~ 

вате.иеll ибо, eOJIВ прос'!'ВJI кoll}ll:ryp&цц ~ JIIWie'I'CJI tA -
ПOCJЩJtQ:вa'!'eJieм иовфвrурвцп 5 1 'fO вeпocpeJ{Ci'В9iiilill ПDС.1~ 
вате.иь ковфвrурвцп р '!'&ае .IIIWE'!'Ca d. - ПDC.1eAQвne.a. 

:ковфвrурвцп ~ 

Пример Io Paccмnj811 888Ц1 ТЪIJpmra, Ji'ВНМ'""'» Ч8С111 в 

уварвой системе. 'faJr,JJJ 888Ц1 с .18ИОЧ1118 U1)ввио8 Б={ о. 
! 1 2 13,4) 38JUI8'!' '!'&cSnцa 2. Эrа wава во:а(аrурщu: ~ 
OI ""2 S~ I rL О пe].JВllllбa'I'ВIIВe'!' в вовфвrурвцп 04111.I111 2ЗiiS. О 
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(где S0 - э8lt1111ЧИ'rельвое cocтomme). Соответс'fВУЩее :внчис.пи

те.пъвое дерево 'JJsJ.'JC изображено на рисунке 4. Здесь обведевн 
овапами и не имеи поол:едователей TSitИe хонфиrурвции, хотарве 

о 1 2 з 4 
s. So ЭI..S3 Lsэ Rs ... Rs.t 
s .. 4RSJ. L s,~ L S.t L.ra. Ls ... 
s" - Rs~ Rs~ i I..Sэ Rsa 

Табпца 2. 

JIВIJIII!CЯ рвсшвреИJI.RМИ дру1'П ROiфlrypaцd, УR888.НВЫI ШТрихо:ВНМИ 

С'fРМК811И (в нeRO'l'Opa оче:видJIIlХ с.вучаsх стре.пи не проведевн). 

PaoCII:I'fPDI снаЧ8.118 поддерево ~s.,~з , побраенвое на ри
суике 5, в ПORSDII, что R вехоторому набору его поддеревьев ПIJI

II8JDIII Jtlh.-cвeproчввl шаr (учв'lНВ8Я • хорень S.sЖ ПOJПIOro дере
ва). 

Пусть 'l.t - &t.. ~X:.I3, P.t = s ~ ~ 43; ~.tt s~, ос 12 3. 

5tt==St.XI43; ~-s.2X4I3, ~~5t-St,X4t.3. Здесь 
511. и ~ JDWIIJ'l'OЯ I-поол:едователJDIВ, а ~U в ~И -

4-поол:едоватеJUDIИ ховфlгурвций р ~ и р .2. • Очевидно, Ч'l'О уол:о-

:вия КI В К2 :ВВПОJПIJD71'СЯ. 

В хачестве хонцеввх мновеств ..МР. • .М.€rt поддеревьев 
А ~ • • & v 
~ '2t , (J.J~iJ , 1-' L .} ~ 2, воэьмем мновества непосредствеи-
:ннх {I, 4 }~ { О, 2, 3 J - последователей, соответственно, вepiiiiiИ 
~t и ~iJ . Посхоль:ку Rоман.цн с я.црами 5!1... I И S,t 4 содер-
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жат сдвиr впево и не изменяют ни состояний, ни ленточных бук"1, 

то мя любого с:А. иs { I, 4 J * начальные ~ -Dy'l'и поддере-
вьев ~~ и -~~lJ я;церно изоJЮ1$1Н, ибо все { I, 4 J* - верmинн 
имеm одинаховые .ядра Sa, Х • При этом все неnосредственные 

{ I, 4 } * { 1} - БeiJIIИШI имеи вид S51. ::Х: 1 ~ , а все непосредствен
нне { 1,4 }*{4J -верпинн имеи вид St_~.W. Согласно та6ли
це 2 отсюда следует, что мя любой буквы Q. из Б неnосредст-
венные { I, 4 } * { Cl} - верпинн nоддеревьев ~ 'lt и gJ ~ i.j 
имеют одинаковые ядра. А TSR как все вековцевне верiПИНЬI этих 

nоддеревьев кратвне и яв.пsmтся ! 1,4} *- вершинами, то это 
~ ~ 

означает, что поддеревья a)PL и ФJ.Jядерио изомо~ т.е. 
ВЬIП.олияется условие ( :J 1) иs оnределения отношения l:f . При 
этом ясно, что внполняется и условие ( ~ 2) , т. е. выnолнено ус-

~ . . 
ловие КЗ: ~,tj 1 'l) 'lt , где 4 ~ l,} ~ 2.. Выnолнение ус-
ловий КЗ.I, КЗ.2 и КЗ.З очевидно. 

TaR КЗR все неnосредствеННЬiе { 1,4 J*- веiJIIИНН nоддерева 
~srs имеm ядро S!LX , то согласно табmще 2 все непосредствен
нне fi,4} * { 0,2 J - ВеJ:IПИНН содержат состояние S::t. , и 
оледователъво, явпяются расширениями корня s-J. х ' 'l'. е. мя 

соответствуJJЦП поддеревьев ВЬIПОЛIIЯIIТСЯ отношение I'. Аналогич
но устанавливается, что все непосредс'l'Венвне { 1,4} *{зJ-верmинн 
имеm вид s~.хзоС. и потому яв.пsmтся расширениями вершинн sJ.:rз • 
ТаRИМ образом, выполняется условие КЗ.4, где вер!ППiами: jJ · 
яв.пsmтся либо 51. х ' либо s~. хз . Отс1Щ8 непосредственно вы
текает и выполнение условия K3.4.I. 

Итак, к набору поддеревьев с корнями 6~ Х I 3 , Sa, Х 43 и 

s5lxiSЗ. s~.xi43, S2'X4I3, St..X42.3 nрименим .IС1-сверточннй шаг. 



82 

PaccJIOT.PIDI '!'епер:ь поддерево 2)SзЖ2., :ввобрuеввое ва рв
сувке 6, в покuек, Ч'1'О к поддеревь. е корвsа '7 ,_ S,~Ж12 
В ~ ::: Sз Х 112 пpiiiEIDIII JСI,;;с:вер!'Очвнй DJВr. 

Свачаu 88118'!'DI, по ..IDC~ ко~~ВJ~,U с sдрок Ss 3 ве 

DlleJUie'!' coc'!'OSIWI, coдepD'l' .иеВНI сдвиr в sамевяе'!' букву 3 ва 

буквJ 1, '1'0 .Diбol {3 \*- пос.иедова'!'UЬ вер~~J~ВН ~ (:веро
вк ~ ) IIIEe'!' вu s.?l~ 1"2. где n;.:. 2 ( ~ Э) • Шее. по
ско.и:ьиу КО~ С sдpoll &3 1 ве DEIIJI8'!' OOCТOSIWI В букин И 

coдepD'l' c.uиr вn11ВВО, '1'0 { 3 } * { 1 j -ПOCJieдoвa'!'eJDI верпив ~ 
В ~ DED!' ВQ 1"' S3 1n.2, где l"t~ О, .обо (c&IIЬIЙ ПОСJJ:ед-
1011)- 1'"2S~X, т.е. AU :всякоrо t/.. о f3l*{1} о.цив 
о rA.- пoCJJ:eдoвa'!'e.nel ковфirурвцd ? в ~ uеет вu 
т 

1 S 1 12 в ПO'l'OIQ' .a:в.ue'fCII рвсвреввем ковфlrурацп S3X 2. 

Aвuol'ИЧIIЫII образок IJp.Q'Ч&ell, Ч'1'О f 3 }* f 4}- последо:ва'!'е.п:и ков
(lп'урfщd ~ в ~ De11! ВJ1Jt 41 rn S3 1 rt. 2, где n ~ 0, пбо 
- 41•2s~X, т.е. д.u :всякоrо rJ... из f3l*{4Jодии из о<.-
ПOCJJ:eдoвa'l'eJ.[el конрrурвцвй '2 и «5 ИЕет вид 4I"' S3 12, 

в СJJ:едова'!'8JIЬВо, '1'8De ЯВJIЯеТСЛ: расmrрениек ковфiu'урвции S3 'Х 2 • 

Поско.п.в:у, кроке '1'01'0, AU JJIIбoro rЛ из Б'* 2-nоследовател:ь 
ковфlrурацп Sз 'Xol. икее'!' вид 2St. о( , '!'О :вз.s:в в :качестве ков

цеmu: IIIIODCTB .Мр В м~ JЕожес'!'ва тех f 3J * { I, 2, 4] -
IJOCJ[8ДOII8'1'eJ.[81 верав: ? в ~ , которые икеи :вид 1 "'S3 I2, 

n. ..... ~ ~ 
41 53 12 :в.п 2 S:~.I ~", lli П0JIУЧВ11 тапе поддеревья rJI.J fl и ':D; , 
JW1 КО'!'ОРВХ В1Ш0J1ВSD'1'СЯ уСJJ:опя К3 в К3. 4, где в :качес'!'ве f 
D.QD'!' о'l'ВОЕВВе h , а верппа• .f ЛВПJJIJ'fCs: ве];IIПIВН SJX!2. 

~ ~ 
в S:s, Ж • ]lеlс'!':впе.иыю, 3 n. а.. - пуп поддеревьев ~ l и ~~ 
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~ 
r.ne Q.. Е { 1,4J , от.пвчатс.s: 'ЮIIЬКО тек, что в поддереве :;[)~ 
такой путь имее'!' на Olf1IY коJ$П'урацв11 с я;црок S 3 I 6о.иьше, 

чем в по,ц.цереве iJ 7 . Поэтому ясно, что поСJiедоватеJIЬВосп .аер 
д.u: такп пу'fей Н8XOдa'l'CJI в О'1'Во11евп h . ПоСJiедо:вате.пьвосп 
ае .аер з"-- пу'.rей, а таае 3 ""2 - путей в обои подцере:вь.п 
СОВП8Д81)'1'. 

Ocт&JJЪIIIIe ус.по:вu КI, К2, КЗ.1, КЗ.2, КЗ.З и КЗ.4.1 в Д81111011 

CJJyЧae '1'Р'"'П D'J.IIN. 

Итак, .к подцереВЬ.IIК ~t. = 3)13х.12 и [)$ = ciOs3:r1•2 

примеВDI IC:l~t.- сверточвнй 11181'. В реsу.п.тате применеВIUI этого 
lt.l~t..- сверточвоrо 1118Га, описанного внmе JCI- сверточноrо шага, 

а таае 1 1- сверточннх IIIВI'OB .к поддереВЬJIМ, корви которых со-
дерuт cocтoJDIIIe S:1. , мы п.о.пучаем конечну!) JСI~.,-сверт:ку 
(DOCKOJIЬКY Т С J h. ) , иsобрuеиву~~ на рисунке 7. 

Пример 2. Ta6.mп:Ui 3 задает IIUIIIIDIY Тьllривrа с .пеиоЧНIDI u

фввиток Б - { О, 1 , 2 ,З} , которал переводn' чвс.па из уварной 
системы в позJЩИонвуl) JUIO:JIЧНY]) систему, а :именно, ковфвrурsцп 

вида з S:J.. 2"' 13 [los"rn]+i она перерабатнвает в ковфиrурации ви-
да ЗS0o'"Ia.0 Q.t· •• ctp , r.ne t1..t Е { 0,1 J , L = ~ ••••• Р 
и CJioвo ct 0 ct.L· •• О...р JIВUe'l'CJI дво11ЧНН11 представ.пениек чвс.па 

т . т.е. m =ао2° + a...d.. t.i + ... + <tp2p. Ес.ш1: считать 
букву 3 пустнм свмво.пом, то в обнчном смыс.пе tю&о сказать, что 

эта маппmа переводит конфиrура.циll ~2m I в коi$П'урацИю 

S0 o""1 а.0 а..~ •.. О. р 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Рис. 7. 
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о 1 2 з 

s.s. Rs!. Rs1 ORS,. OLS1 

St RSt. Rs._ R SJ. ii..Sa 
Sa Lsэ L s3 L S~t Rso 
s,. L S~t - L s" R sj. 

Taбuu з. 

На рисувке 8 иаобраеио соо'f:ве'1'Спуицее ВJАИСЛИ'l'е.пьиое де

рево а,)S:!Ж • Jtu &'fOro дерева мы 'faae JJOJJYЧD ковечву~~ 
Xl"'--с:верву. 

РассК)тр& свачuа по,ццерево 1Jos"ж. uобраеввое вари
сувке 9. Пусть '2 = OIS.t:X: , .; = Oii.S~X • Покаsем, Ч'fО 
к набору под.цере:вье:в 2'? . t})s примевим IСI~а.-с:верточвнй шаг. 
Дu &'l'Oro O'flle'fDI веко'fорне свойства под,цере:вье:в Х> 2 , 'lJ ~ , 
.. ...,. амучаемне u особеввос'fеl коii!ЩЦ 'fаб.lпщы З. 

(I) Пос:ко.пьку ко18ВД8 с адром S,ti не uмевяет cocтoJJDe 

и букву и содера'f Сд:вп' :впра:во, то д.пя .Diбoro иа'fУРВJIЬвоrо чис-

ла т r m.._ последова'fе.п :вeJIIIIIII ~ = or s~,:x и с5 = or2s~.x 
m.н Х ltl+~t, Х 

Dlell! :вц, СОО'f:ве'1'С'f:Веиво. OI s~~. • OI SSI. •• 0.118-

довате.п.во, I rrt_ пуп ив :вeiJIIIIВ р и 5' JЩерво изо~Юр(вн. 

(2) Вс.s:пй иепосре.цст:веВВЪIЙ { I 1*{ oJ- последова'1'8.11Ь :вep
DIIIВ ? И с; :11188'1' ВJ1,Ц ot_ QSi Х , И CJI8ДOВ8'feJIЬВO, JDUIЯEI'fCЯ 
p&CDIJIPEID811 ковф[rурацп О Sg__ Х • Кроме тоrо , oтcQta 0.11е,пуе'1', 
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Ч'fО дu JIIICSoro rJ.. D f I Jt 0 J ~- цуп D :вelDJIII е И 5 

(З) Всsпоd вепосредс'l':веввнl l I }*{2]- пос.пе.цо:ва'l'еJIЬ :вep!IIIIВ 
р и $ оо.церат OOO~JIIDie S:t и ПОТОJС.У ЯВJI.ветса расшире-

нием КОрна S1 Х • Яс:НО 'l'&ae , ЧТО ДПЯ .lllldoro tJ... ИЗ 11110Jt8CT:ВS. 

{ I t { 2! rJ..- Dy'l'JI ИЗ :вeJIIIВII 7 И 5 s.церво DOII)J,фlн. 
(4) д,u .lllldoro 111. вепосре.цс'l':веввне 1111 3 - поСJiе.цо:ва'l'е.пв 

:вepiiiiiВ 7 и ~ имеm, соопетс'l':вевио, :цц OI т. & .3 I й. и 
OI ""-+J. S3 rL, а 'l'&lt как коiiЩЦН с в;црвми S3 I и S3 0 co.цepu.'l' 
с.ц:ввr uе:во и ве взмеВJD1'1' сос'l'Оsвие и бух:ву, '1'0 среди I "'з -
пос.пе.цо:вате.пей :&eJIIIВII 2 и S ИМ811'1'СЯ ковфигурацп :ви.ца 

S3 OI""'+.t , СООТ:&е'1'С'l'В8ВИО, S30lm.+З , которне JDI.IIJШ'l'CJI 

р8С8вревиЯ111 ковфвrурацJв ~OI, со.церавщейся в по.ц.цере:ве 

~OS...'Jt:-~fJ • При 8'1011 цепочп я.цер f'з-ПJ'!'ей •з верmви S и~ , 
СОО'l':Ве~т:вевио, :в :вep!IIDН s~or'"tЗ и SзOI m+ll, И11е11Т DД: 

m rn.+st. m mt~ ( St'Ж) ( S,I ) S3 0 и ( S._Ж) ( S 3 I) &30, и СJiе.цо:ва-

'1'81ьио,В8.10.цпса :в O'l'IIOIIIIВП h . 
EcJDI ~ :в ~чеопе ковце:ввх 11110аест:в .Мр , .М.~ по.ц-

.цере~:в ~f , ТJ§ мвоаест:ва :всех непосредствеввнх { I J * 
{ 0,2}- пос.пе.цо:вате.ией :вepiiiiiВ ~ и ; и тех { I }*{ зJ-
пос.пе.цо:вате.пей атих :вершин, хоторне имеm :цц S3or'", то о 

,с.. 

(I)-(4) будет с.пе.цо:вать ус.повие КЗ : а)~ Ik. 2)~ . YCJioвu КI, 
К2, КЗ.I, КЗ.2 в .цаввом с.пучае тривиа.пьвн. Ус.повu КЗ.З, КЗ.4 

и КЗ.4.I Taiate .пеrхо про:вервD'l'Са с ПОII)ЩЬI) свойств (I)-(4). Ta.

XИII образом, х по.ц.цереВЬIDI 3JV, 2>$ првменим JC.I,._- с:верточ
внй mar. 
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PacCIII>TPИМ теперъ поддере:въя с I<ОРВЯМII tz~ = s3ж !0, 

'?t.=SqX20, ~.t== S3Xri..o, lfu-S14~2IO, su.-= 
= 5~020, 5а.3 -= S~X22. О (см. рисуио:к IO) в JЮ:кааем, Ч'1'О 
:к ВDI таюке примевим JCih_- сверточвнй шаr. 

Воз:ьмем в качестве ховцевнх множеств .М. р.,. , М ..._ поддере-
~ ~ ... ~ '"'fj.L 

:въев ~р~ , ~~1. множества вепосредствеввнх { r}fr{oj u 
{~{о,2}*{з})- посл:едовате.пей, соотве'l'Ствевво, БeiJIIIIВ ~-:1.' ~:1. 

Как и в предн.пущем с.иучае ве'1'РУдво уб~ъс.к, vo 3)tf'D&.. 
причем все вершивы :вs :ковце:внх IIIO&eC'l'В .М.f:t. , М~~ JIВПSID'fOS 
рвсшврени.IIIIИ JJВCio хорвя S-t Х .ивеlо вe}DIIIIН Sa ХО • 

В иачестве MpL в ...М.~I.i , где L -1.~.s. :возъмем 
11110&8СТва вепосредс'l'В8ВIIЫХ { 0,2у{зJ- поСJiе.цовате.пей, соотве'l'Ст
вевво, вep!IIIВ Pt. и ~.21 • З.цесъ 'l'8D8 леr:ко установить, Ч'1'О 
~J;J.i't:I)pSL , причем все верввив вз :концевых NВоаеств )1 р~, 
в M~tt JIВUIJ'l'CS pacшвpeВIIJDolll :корня: S:tЖ • T8lalll обрвзом, 
;ц.п.я: рвесматриваемого ваеlорв. поддеревьев ВIШО.ПJIJIИСЯ усло:вu 

КЗ, КЗ.4 в КЗ.4.I. JCJIO:вu К!, К2, КЗ.I, КЗ.2 в е'!Ом случае 

триВИ8JIЫIЫ, а условие КЗ.З непосредственно Вbl'l'ei<aeт из определе

ния :конце:внх множеств и того фв:кта, что вершива ~i.i явпяется 
2-последо:вате.пем вe];IIIJIJIН ~-1 • Ита:к, :к набору поддеревьев с 

:КOpJUIIIИ 2L • 2t. . s~ . S.н . S2.2. . 5u liJPIDieвим 
JСI-сверточвнй шаr. 

В реsулътате примевевия lJ)JyX Xl11. -сверточввх E.I'OB и mес

п J~верто'ЧВНХ maroв (не считая тех, :которве входят в состав 
IСI~а,-сверточных шагов - см. рисунок 8) мн папучаем конечную 

.ICih,-cвepтxy дерева ~S:s,'X, изобрааенноrо на рисувхе II. 
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Рис. П. 
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