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В.Ф.Турчин 

::КВИВАJIЕНТНЫЕ ПРЮБРАЗОВАНИЯ РЕЮ'РСИВНЫХ ФУНКЦИй, 

ОПИСАННЫХ НА ЯЗЫКЕ PEФAJI 

Ес.ли наложить на язuк PEФAJI [!] некоторые ограничения, то 
можно построить чрезвычайно мощную систему эквив8Jiентных преобр&-· 

зований алгоритмов (точнее -рекурсивных функций), описанных 
ва этом языке. Ограничения таковы: 

I) Исключаются символы обмена и связанные с ними возможности 
менять состояние поля памяти рефа.л-маrnины в процессе 88 работы. 

2) Исключаются свободные переменныв терма. 
3) Исключаются рекурсивные переменнив х), 
4) Запрещается использование открытых и повторных перемеивнх 

выражения. 

Определенный таким образом язык пахучил название ~rравиченr 

!!.Q.r2 реФала. Не имея возможности в рамках настоящего домаJI,а 
подробно описывать систему эквиваJ!ентиых преобразованиl в огра­

ниченном рефале, мы лишь сформулируем без доказательства основ­

ные теоремы и правила прео6разований, ПОСJ!е чего nриведем при­

мер их использования. 

Для сокращения записи исключим малые латинские буквы из 

числа возможных объектных знаков и резервируем их дЛЯ собствен-

ных знаков рефала. Вместо !$ , ~ , Е будем писать, соответ-
ственно, k , :S , е . Идентификатор сво6одиоl переменной 
превратим в нижний индекс: 1" • :S.t • €1 ' еа, и т. Jl, ( в 
индексе можно использовать и малые буквы). Предложения будем 
всегда начинать с новой строки , с абзацным отступом; знак § 
опускается. Правая функциональная скобка ~ (подчеркнутая точ-
ка) стилизуется в знак ....L. • В качестве метасимволов для изоб-

ражения рефал-объектов будем использовать рукописные эаrжавнне 

латинские буквы. 

х) Из соображений экономии места мы описываем упрощенный вара­
вит системы эквивмевтиых преобразований. В по.авом варианте 

разрешается использовать неко1'Ор.tе рекурсивные переменныв сР..мво-­

ла. 



1. Основнне nонятия 

Типовое выражение называется . l... -выражением , если: 
{) ни одно его подвыражение не содержит более чем одну свобод­
ную nеременную выражения, не входящую в скобки, 

2) ни одна свободная переменпая »Ыраженил не входит в него бо­
лее одного раза. 

ПримеJН L -выражений: 
АВС 

'RS'(11 e.f (А е3 8)) -61 

Примеры типовых выражений, не ЯАллющихся L -выражениями: 

е1 + е.3.. 

'51 е .!L ( -1.3 е~ ) 
В ограниченном р~рале левые части предложений могут 6нть 

только L -выражениями. 
Теорема ! . Каждое подвыражение /..-выражения является 

L -выражением. 
Теорема 2. Пусть &t - L -выражение, которое при за-

мене свободных переменннх на некото.IНе значения переходит в объ­

ектное выражение /Ь., • ТогJ<а не суmествует другого набора зна-
чений, используя который м·:жно перевести /!. f. в /%, 0 • 

Каждому типовому выражению ~t можно сопоставить мно­
жество всех тех объектНЬiх выражений, которые могут быть отож­

дествJiеНЬI иак 6t . Это множем'!'Во w назовем маесом , изо­
dражаемнм выражением &-~; , ИJJИ просто, маесом fl.t • Класс, 
изо6ражаеа.~А /..-выражением, назовем L -кJiассом. Отношения 
включения и равенства между множествами объектннх выражений бу­

дем записываwь с помощью знаков С. и = , а операции пе-
ресечения и соединения - с пoмoJIIЬII знаков 11 и U • Знак 

Jl/ оудет изображать пустое множество. Объектное выражение, 

(рассматриваемое каи частннй случай типового) изображает класс, 

сос'l'оящий из единственного элемента. Запись е,о с. G-t , 
где G0 - объектное вы.ражение, означает отоидествимость G0 

как &-t • 
Обобmим понятае подстановки на сJiучай, когда значениями 

первменннх мory'l' быть типовне выражения. Будем называть ~-
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JIЬНОй подс1'вновкой в ~t замену всех сво6одLЩх мременных, 
ВХОДЯЩИХ В ef.. На li6ROTO[IIe ВЬ1р8Ж6НИЯ, называемые ИХ значе-
НИЯМИ, при соблюдении следуii!Ц1!Х правил: 
1) Значением свободной переменной символа может бнть только 
символ или свободная переменпая символа. 

2) Значения всех вхождений одной переменной должны совпадать. 
3) Совокупность всех значений не должна содержать JIJ'YX перемен­
IШХ с одинаковыми ид<~нтификаторами, но разными указателями • 

Результат nрименения правИ!I!ъной подстановrtи .t1 к выра--
жению g 6удем иэоораха'rь в виде 6 // G 

Te_fJ.lli!!!!!!.-2· Если fiч:: - тиnовое выражение, а Li - upa 
ВИЛЬНЭЯ ПОДС'l'аНОВ!Ш, ТО L\ // &t С: g t 

Класс fl; = L\ 1/ {; t Оудем наЗЪJвать подкласс_gм_ клас-
са et . или его ш:JШШШ • Процедуру выделения ПОДIС.!Iасса ив 
класса &t мы таrtже будем называть сужением Ef,t • Заметь, 
что подкласс L -класса не является, вообще говоря, 

L -классом. Так, любой класс есть подкласс L -rtлacca е1 • 

2. Обо6щенный алгоритм пооевтиоования 

Пусть f!.e. l.. -выражение, а G:ч:. - произвольнов 'l'И ·· 
псвое вы раженив. Поставим задачу отыскания пере сечения & ! n E.t, 
Очевидно, это есть обобщение задачи О'l'Ождествления. Ес.ли &с. 
- объектное выражение, то ответ находится путем проектирования 

Gt на эi (см. [1_1 ), Rоторое в данном случае (вслед­
ствие ограничений,наложенных на яэы;к) производится весьма про­

сто. Если &t содержит своОодшiе переменныв, необходимо об­
общение алгоритма проектированил, которое мн и оnишем ниже. 

Суть ero состоит в том, что &;t теперь представляет множе­
Q.D!Q объектных выражений, и в процесс е проектирования мu бу­

дем, если потребуется, сужать это множество, выделяя из неrо 

тв подмножества, на котор,~е проектирование gt возможно. 
Результатом nроектирования &,_ на /Jt. являетсв: сово-

купность "!: ПОДСТННОВОR [:1; ' ,,, 1 'L)~ В BЫpEJJr6HИJ! Gt , 
та.1шх что Ь ~· 11 S,t с lJ, е • ::trи 'Z сужений &t исчер-
nывают nересеченив G. f и ~ t_ , то ес:ть 

е 5 t е t е · е n i f l11 !; вt u ... u D. 'l 1/ вt 
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В частности, если 'l = О , то ~l. n 8,~ = Jlf 
Каждое сужение lJ ~ формируется путем ряда nосл.едоватв-

л~ннх ~-сУЖениИ, затрагивающих не более одной переменной. 
Ма будем записывать 8 -сужения с помощью стре.лки, например: 
е~ - А е:х • При этом остал~нне переменныв переходят са-

ми в себя. В состав д-t-сужения моиет войти нестолько 
О -сужений, эатрагиваЮП!Их одну и ту же nеременную. Так как 

на некоторых шагах алгорИтма nредставляютоя два возможных 

8 -сужения, nорождение С1 t -сужениИ есть процесс с вет-
влением, который и nриводит в конечном счете к nоявлению Z 
последовательностей S -сужениИ, имеющих общее начало и успе-
шно доведенных до точки "отождествление закончено". 

Каждой подстановке l1 j ставится в соответствие nодста­
возка д ~ в ~t , такал что 

д:н·~l == L1111~& . , 
иначе говоря, д~ дает те значения свободных nеременных, кo­
тoiJie им надо nрисвоить для отождествления tJ./=tl tf,t как fl,f. • 
Эrи nодстановки также формируются nоследовательно, и мы будем 

записывать их с помощь~ стрелки, направленной влево; наnример, 

e.:t ~ ;S1 е:/ А , что означает: nеременней е .х. , из IЬе, 
присвеивается значение 11 € ~ А , где :J1 и € :t - сво-
с:lоДНЬiе перемен!tНе из t:/-. 11 & • 

(. 't 

Алгоритм проектирования оnределяется приводимыми ниже 

правилами PI - Р4. (Идентификатоtн х , '1 , 2 надо nо­
нnмать в дальнейшем как произвмыщв идентификаторы свобод­

НRХ переменных). 

F!. Если &е nусто, то отождествJiение возможно, ecu 
&i либо пусто, либо есть цоследоватеJiьность свободных ne-

peмeнJIЬix выражения е х .. • е ii! .В nоследнем случае nроиз-

:во.nмся ·сrжение 

е .ж - <IIYC'l'O) , .. • , е i! - (пусто> • 

F2. EcJIИ &t есть еж , то отождествление успешно за­
К8RЧJПI&етоя ПРИОВ8JIВ8НИеМ е х _. &-t; • 

РЗ. Пуотъ ~t. имеет вид trf. &~ , r,де fli - терм, 
ве явJIJIIOIIIdcя свободвой переменной выражения. Если ~~ IIJC­

тo, отоuествJJение невозможно. В цротивном случае nредставим. 
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его в виде ~ «>t , где ';/t. -· терм. Затем nроизводится 
проактирование ffi на i7; по правилам, оnисанНЬJм ниже. Ее-· 
ли оно невозможно, то невозможно и проактирование &е на ~t . 
Если оно возможно, то учитываются Сl!ения: и присваивания:, ()Де­

ланНЬiе при nроектировании :J; на dt и продолжавтон проак­
тирование ~/ на tь; . Если образовалось болев одной ветви, 
то каждая из них обрабатывается неэависимо. 

Правила nроектирования термов таковы (в nервых фразах со­

кращенно заnисано условие): 

РЭЛ 5i = ! , tr;::: J , j - ПРОИЭБОJIЬНЪIЙ CИI\IBOJI). Ни-­
каких действий. 

Р3.2 !fl:: ,/ , J; = 1 .х • j х ·- ! • 
РЗ.З g;" J' _, :J; .. е х Ветвление: 

f.. х _,.. <nусто> 

е ::с ~ j € х: 
РЗ.4 fJ; = j J " ~· = J . j!/ ._ J . 
РЗ. 5 :Jt"' -j lf ? в;· == ::S х . -j il - -5 х Кроме того ,в ~; 
производим замену 1J' на Cl х (чита'l'Ь: ~.J!lllli nеременная :5,х). 

РЗ.6 :Jё ::: -5 /f " eCJ; = е х • Ветвление: 
е :;с -!1> <пусто> 

е:х -~ :5i! ех 

Идентификатор l! должен 6uть отличен от всех остальНЬiх идеа­

тификаторов ( !!QВ!:lй иден·rификатор) • 

РЗ. 7 fJ; = ( е; ) ' в;::: ( G ~ ) • Проектируется tl,e." на 
8,0 

-l 
РЭ, В tJ{ = ( ~ ; ) , ех • Ветвление: 

е х ·- <' ПУС'l'О '> 

e:r -.Р (е 2 )ех 
(Идентификатор i! - HOBilЙ). 

ст-· 
РЭ.Н @е= ах , 
Р3.10 iJё .::: ах , 
РЗ.П Je "' а :х , 

f{ = J jx-•t!, a:t:-J 
~::. jf ' -j/1- 1х 
у: = е . Ветвление : 
t f:l .:!: (пусто> 

ef1-~~e~ 



- Эб -
В оствJrЬвнх сJJУЧаях nроектирование fli 11а tfi. !!8В6!1М011-

но. 

Р4. Пусть ~ t имеет вид е ж P,f. .З"t • Ес.ли ~.с пу-
сто, отождествление невозможно. А В противно!l случае npe.ncтa­

нDI fit. в виде ~;; ~ и будем постуnать аналогично п:vнкп 
РЗ. 

IIо.пставо.вки L1 ~ , поторlе получаютои в результате nрi!Ме­
ненм алгоритма проектироваяия~ назовем воноnигинальmши. 

Теорема 4. Пусть /Ji. - конориmналъвне nодстант~ки 1 а 

& - некоторое JЗыражение • Тогда L1 i /1 l - попарно не-
пересекаюmиеся ~ -класон. 

С.чg.пствиЕt. Пересечение д11УХ к.ласrо:в, nостроенное с nомо­
щыо а.чrоритма проектирования, является объединение811 попарно не­

пересекающихся L-классов • 

3. Правма э:квивалентннх прео6разований 

Функцию 'iF 1 назовем экнива.чентной фУнкции 8-J , вели при 
всяком ~ 1 при котором существует результат коНRретиэации 
k jr ~ • , существует и совпадает с ним рваультат конирети­
зации lt ~~ & .1. • llос.чедовательность nромежуточньrх - шаr за 
шагом - выражений при Rонкретизации /с З:' fi> .1. не о6я:звнв, во­
обще говоря, совnадать с аналогичноА· последовательностью nри 

ttонкретизации /с Jr 9, ..а.. если же она совпадает 1 ~ будем 
r<mорить, что не только Фу~ция tf; , ко и определJD>!ЦИЙ ее 
алгоритм ( набор nреможений ) аквива.лентеи алrоритtq, onpe.ne­
JIJП)IIIetiY функцию :у:- • Gфо рму.лируем правила эквивалентньrх пре-
о6разований алгоритмов ( F А 1 - Е А S ) и собственно фуmщtrй 
( Hi- H!t). 

EAI. К алгоритму можно nриписать (в конце) любое предложе-

ние. 

ЕА2. Пусть два предложения с .чевыми частями Je., и ~ ... , 
i'aиJJМII что ;(1 n ~..t == ~, стоят в алгор1поме рядом. Тогда их мо­
аио поменять местами. 

ЕАЗ. Пусть предложение с левой частью ;{1 предшаствуеi' 
премоаениl) с левой частью Jt .t , та:кой что :t'..z с: .:i1· Tor.11a 
второе предЛожение можно удалить. 

Ш. Пусть в а.пrоритме стоят ря:.nом два npeдлoaeJDIJ!: 
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k. ;е f ,--. $г { 
lc ~ ~ _, ,C}t g_, 

с-

ПрJМеМ ~~ с: ~1- и если в r:t~!l, заменить все овободнн9 пер~м" " 
11!16 теми значениями, кото~е он!! принимают при отождестеленwв 

~ кa:tt ;t t, , то {fi 1, соrшадет с !Jl f • Тогда первое u ред-
ложение можно удалить. 

ЕА5. Пусть алгоритм содержит предложение 

k:L~:Ji 
и nусть fL1 = Ll,f ~ ест.ь f., -класс, лвляющийся сужением 
~ путем nравильной nодстановки t1 • Тогnа указанное nред~ 

ложеюtе можно заменить на пару: 

f f' i ПуСТЬ ОДНО ИЗ nре)Т..ЛОЖений, ОПИСilВЗDП!ИХ функцию ;/', 
имеет РИд 

н k. ;с1 ~ е( к !! st • е~ 
где !Jt - типовое выражение , ~ и tL - последователыrости 
знаков, а !!/ - функция с описанием 

f t:;) ( 

k ~ ~" """ J'L9 

k !f ~9ft "' :лil?. 

С помощью алгоритма проек~ировапия.найдем rt наборов кон­

оригинальЮJх подстановек { i1 1' , ••• , .1~~,опреде.'l:яюuх n. пе-
реоечений • 'z;. 

(,t () :i; = .И~ .6 ~ 11 &-1:: ') i.. =: 1, ... "J n. 
J=~ d 

Предложение ("') можно заменить на "&f+ ... ~ 'Z11. предпо­
жеиd, расположечннх в nорядке возрастания индекса i . . , ,J. . 

k !J) 1/ flJ ""' { 11; 11 ~} :л! { (j) 11 tt: } 
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CJJ Li i. 
где r:l&g nолучается из Jl fJ заменой свободных переменны:Jе 
на те щ1ачения, которые они nринимают при отождествлении-1 1·//& 

СР <. (. . . 'J 1 
как ot3 . Фигурные скооки ограничивают область действия зна-
ка // ) . 

3а • Jj> О>~_@ 
метим , что если для какого-то ' "'iJI ~fl - с:. i: , то 

есть ef с Jitj , то по правилу ЕАЗ остальные предтrожения 
можно не выписывать. 

f:F 2- .Пусть одно из предтrожений, описывающих функцию !F , 
имеет вид 

k tF ~f ~ е1 1с !:1 ~. e:t 
где & - nроизвольнов (общее) выражение. Заменим в выражении 
~ все термы, начинающиеся со знака f. ,на различные 

новые свободные nеременныв выражения, котоrне назовем нераз­

менными переменными. Если предЛожение, видоизменииное таким 

образом, допусRает примененив правила C:Fi с тем ограничени­
ем, что не требуется сужений, затрагивающих неразменнне пере­

манные, то исхадное nредложение может быть подвергнуто аналоги­

чному nреоdразованmо. Для этого надо преобразовать видоизме­

ненное предтrожение, а затем снова заменить неразменные переман­

ные на те термы, которые они представляют (произведя в них не­

обходимые ПQДСТаНОВКИ). 

4. Пример эквивалентного пDеобразования 

Определим функцию сложения двоичных чисел (детерминатив +): 

k__,.(ea)(>~ eel­

k+()(.e&)"""ec 

k-+(-ea11 )(e~O)- k+ (e(J.)(eg) _J_ ~~ 

k-+(f.a0)(eci)~k.-+(e0 )(eg).._ 1. 

k. -~- С-еа J. ) (ее i ) ~ 

k+ (i<+ (е 1 )(f).L)(e, ).L о 

!!ос rавиц вопрос: каков должен быть второй аргумент, Ч7'о6ы 

nри первом аргу..,енте :iOf сумма ~Ь\ла равна 1010 ? Чтобы от-
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ветить на него путем ФОРМального прео6разовавия, введем nреди­
кат равенства, котоiВй на ограниченаом рефале описывается так: 

((.()()~и 

k=<ea 1f)(e~11 )~ k= (-ea.J(et)..J... 

k.=e.:x::-!1 

и nредикат c.u , который nринимает значение И nри тех и 

:толъко тех аргументах , которые удовлетворяют поставленному ус­

ловию: 

k w е х. - k = ( k + ( 1 о1) (е х ) ..~.. ) ( 1 о 1 о) ..,~... 

Подвергнем это предложение эквивалентному прео6разованию. 

Сначала nрименим Eft с термом k+ (101)(-ех: ).;.. в качестве вн-
выделенного терма k !1 ~-l: _._ • Следовательно, в первую очередь 
надо найти пересечение -1- (foi)( -ех) и левой части §+.! , то 
есть,+( €а.) () • В nроцессе проектирования- применяем сле-
дующие правила (в квадратных скобках указывается результат пр~ 
менения правила)~ Р3.1:, :'3.7, PZ [€a.+-1o-1J, РЗ.?, PI [ех--+ 
(nусто>]. Итак, мы получили одно сужение А~ , опрвделяе~ов 
единственным d -сужением е х - <'пусто> • По правилу Е f 1 
gаnисываем предложение 

kш~, k..,..(f01)(11!J10)..J-

Пересечение -~о (1о1 )(е х) и левой части §+.2 дает 
пустое множество. Пересечение с левой частью §+.3 , то есть 
+ (еа 1>1 ) (eg О) , дает один подкласс, определяеМ!lй сужени-
ем ех _", е.х О , откуда по правилу Eri появляется еще 
одно предложение: 

Пересечение с левой частью §+.4 дает пустое множество, а 
для §+. 5 nолучаем одно сужение е~ ..... е :;с 1. , что дает тре-
тье (и посдеднее) предложение: 

kшех f,.., k.-: (k.-1- (k+ (fo)(1) •)(ех )..~-О )(fof о ).J.. 

Этим примененив E'Fi закаичивается. Тепврь преобразуем 
камдое из трех nолученных предло~tениl. Jl.nя первого сразу ПOJIJ-
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Во в'fopou првмоаении о6'ЬЯВIШ по правилу Е F:t терм 

lc+ (1o)(f-:x:) ...... 

неразменной переменной и воспользуемся определением равлнства. 

Получаем: 

k ше:.со""' /1 

Точно так же, используя е F~ и fP :L , npвv6paзyeil третьti 
пре,11,1Dжение 

'fеперь по правилу EAI допишем в конде четвертое предЛо&:е· 

нив: 

по правилу ЕА2 , приuененному дважды, liBPtiOi'aвим третье uред­

Jiоаение на первое место, а два nреможыiИh е правой частью ! 
поrлотим по правилу ЕА4 nослюшим предложением. В реsу.11ы•ате 

nолучаем оnисание c.u из двух предложений: 

lauex {- k. = (k+ (ii)(e~-)_,_ )(U.if)_, 

k ш еж -л 

Продол•ая ·rаюш образом цреооразонания, получим в КОIШ.е 

концов: 

k Cu fO(,...., И 

k '" 010(""' и 
k со е ,... л 

х 

5. АлrоDИТ14 OdJШ!!!!Ш!!ll . .мl:QQ!l~ 

в nриведенном выше nримере примененив правил экв~валентных 

цреооразонаний рефаJJ-nрограмм свелось . в сущности . R дв·оичному 
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вычитанию столбиком. Стратегия, которую мы использовали при 

выборе правила и объекта, и которому оно nрименяется, была 

весьма проста и естественна; ее легко сформулировать в виде 

алгоритма. В результате мн получаем определенннй алгоритм пре­

обраэованяя алгоритмов, описанннх на рефале. Эrот а.лгоитм мо•­

но описать (и он, действительно, описан ) на рефале же ( огра­
ниченном). Пусть сХ -детерминатив соответствующей рекурсив­

ной функции.Аргументом функции d. является метакодовая запись 

векоторого набора предложений. Договоримся,· что ~~~.Vmщия 0(. все­

гда преобразует функцию (точнее, метакодовую запись алгоритма, 

определяющую эту функцию) с детерминтивом 1 ОМЕ G-д 1 • Рассмо­

трим вы раженив : 

k С( ! П ! 1< ( 1 О М~ GA 1 ! Е Х) ! К ( = (! 1< ( + (f 01)(! Е' Х )) 

)(iO~O)) ..1.. 

Здесь непосредственно за ~ следует метакодовая запись предло-

жения, определяющего функцию 'ОМЕ GA 1 • Мн не пpивo.I[JIJII 
описания метакода; его мо.ио восстановить, сравнивая метакод с 

оригиналом на стр. Э настоящего доклада (пред.ло:~~ение, опреде­

ляющее функцию си ) . М.;оготочием мы заменили метакод описа­

ния функЦий + и = , которiй нужен для фуRRЦИИ о( , но 

не меняется в процессе конкретИзации. В результате выполнения 

конкретизации мы получим преобразованное описание функции 

'19 "'' е: &~~ 1 в метакоде, то есть: 

! fl ~ К ('~М Е ~ 1 ~ О 1 ) W ! П ! k (' ()~~Е G А 1 О / О 1) И 

!n!K( 1€)ME6-A 1 !€"X)J1 ... 

Если обозначим '!ерез ~ несложную функцию, которая из 

ме1•акода fН!исания функции 1 о,., Е GA 1 извлекает первнй арrумен1 
первого пре.можения при условии, что правая часть есть И 

то конкретизация 

k ~ k О( ~ц, ..L J.... 

где ~ш - тот же аргумент, 
разность между iOIO и ~О~ 

Введем теперь фУнкпию ( 

что и внmе. даст iOI • то есть 
- числами, входящими в щirумiJпт. 

предложением: 
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kr(~a)(e~)·- kf-'k.ot. !П! K('DмEGA 1 !EX) 

! К(= (!K(-t- ( Т:е)(!Ех' ))) (еа J) .J. .1. 

Кав: легко понять, эта фушщия осуществляет двоичное вычи1·ание 

из в'!'орого аргумента первого. Комбинация функций kp kot •.. ..1. J.. 

служи'!' в качестве универсааьного решающего алгоритма. Для nолу­

чения о6ра'!'ного алгоритма надо только в аргумент о/.. ввести 

описание прлмого алгоритма вместе с описанием предиката равен­

С'!'Ва и предиката Ц) , кото!Jiй фиксирует точную посrановку за­

дачи. В частности, алгоритм сложения столбиком в позиционной 

системе счисления прео6раэуется в алгоритм вычитания. Подчерк­

нем, Ч'!'О этот алгоритм эФФек'!'ивен (вычитание сrол6иком): он 

не требует экспоненциального nеребора (универсальНilй алгоритм 

с экспоненциальН!lм перебором написа'!'ь нетрудно), а требует 

числа действий, пропорционального числу цифр в аргументе. Воп­

рос о том, при каких условиях описанный алгоритм (или его уси­

~анН!lй вариан'!') решает задачу без экспоненциального первбора, 

выходит за рамки настоящего доклада. Заметим только, что при о6-

ра•внии алгоритма умножения столбиком, мы также получаем эффек­

'!'ивинй алгоритм деления, и Ч'!'О маос алгоритмов, допускающих 

еффективное обращение Э'!'ИМ методом, весьма широк. 
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