
ОРдЕНА ЛЕНИНА 

A&.1ilii~ИHCTИTYT ПРИКЛАдНОЙ МАТЕМАТИКИ 

АКАдЕМИИ НАУК СССР 

Ю.И. Янов. 

МЕТОД СВЕРТОК ДЛЯ РАЗРЕШЕНИЯ СВОЙСТВ 

ФОРМАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

Препринт ~ 11 за 1977г. 



OPllFШ л.mинл 

ИНСТИТУТ ПРИК.'IАдНОЙ МАТШАТИ.КИ 

АКАд1!ХИИ НАУК СССР 

D.И.Яиов 

IIE'l'OД CВJFI'OK д11Я РАЗРИIIРЯИЯ СВОЙСТВ 

Ф0Р11АЛЫШ СИСТЕМ 

Москва 1977 r. 



m ш.б:577.4 

В работе описан способ разрешения свойств алгоритмов и 

;цруrих формаnиых систем, основавннй на преобраэовавии нarpy­

zeRRЫX бесконечных ;церевъев в конечине ;циarpaiiiU. таким путек 

получаются раэрешаю.ие nроцедуры для тех свойств, которые со­

храняются при преобраэованиях и разрешикы ва множестве конеч­

ных ;циаrракк. ~я прикеиени~ этоrо подхода к маиинам ТЬюринrа 

их функционирование описывается в ви;це бесконечных деревьев, 

жарактериэующих некоторые семантические свойства машин. при­

водятся примеры кпассов машин с раэрешиiiЫIIИ свойствами указан­

ного типа. 

~ aethod ot •olu•ion tor propert1e• ot algoritha• and 

tho•e ot other tarвal 8i8teшe Ьаееd on the traneforaation ot 

loade4 1nt1Dite ~••• 1nto finite 41agr888 1• deecr1Ьel. То 

арр]7 ~· мtaod to tlte Тur1ng моЬ1nое, '&heir functioniug 1• 

do•ol"11»et 1D '581'1118 ot 1nt1Dito treoe ~t e:zproee во• eeun­

t1o propert1ee ot the •оЬ.1nее. 11088 o:zaaploe of -ohine clae­

••• w1~ aolтa~lo proportioe ot tho 4eeor11»ed t7pe aro giтen. 
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Метод сверток дпл разрешекия свойств 

форма.п.внх систем 

ю.и.Явов 

OeМIUП'JIIIecuя хврвхтеризацtt тахих форма.!IЬ:внх систем. ках 

aпoPJID&, представuет ИВ'l'ерес с раз:внх точе:к зреиия:: разреmеиия 

их своlсп. 8КВИВ8.181П'ВКХ преоСSразо:вавий. оцевак С.11оаости и 

т • .ц. Dоако.п.ку в и.пссе всех апориrмов J[J)(joe фуикциова.п.иое 

СВОЙО!'ВО (за ИС1t.111Ч8ВИ8М двух TpпiИ8.1ЬJIIIX) R8p&8pe11111110 0 ТО ДДR 

похопrеnвоrо реmеиия: этой задачи приходпоя вндЕWП'ь опреде­

жеВRRе ПОд:к.18ССН ааrоритмов и.п других оСSъеитов, задащвх вн­

ЧИС.10Diiе фуВJЩИИ. Эrо :вндехевие моао форuу.провать :каи: в син­

тSJtсичесиих, TSJt и в сеJВВтичес:кп терминах, в частиости - в 

фув:кциова.п.RНХ. Как поиазввает опнr, чис'l'о ОИВ'l'ахсические и.пr 

чисто фуВIЩИова.п.вне оrравичеиия ве даи хороших реsу.n.татов, 

rаи что естествевво пре.цп0.11опть, что CSOJiee уопеiiJВНМ до.~ив 

оиаэатьоя иахоl-то среДКИЙ подход • .Авuоrичвая ситуация ~~~еет 

место в теора o.toaocrи апори!'мов. Чис!'о cJIIIt'8.Itcичeoxaя C.IIOJt­

вoc!'ь {вапрJD18р, чие.11о хомацп;) очевь 0.11aCSo хара!tтеризует слож­

иость фуиициовироваmш а.пrори!'Ма. В то :ае вpelllll при оцеиие по­

ОJiедией частично реиурсивннми фуИIЩIIЯМИ в звачи!'еnиой мере 

аа!'рудиеио сравиевие TSJtИX С.llоаостей. 

В вастоящей работе пре.ц.tаrается иовнй подход и задаче раз­

реmеииs: сеiВR!'ичесиих свойств ФOJМUUoИRX систем, осиоваввй ва 

построекии хоиечвнх диаrР88, харви!'еризущвх веимо:J1i8 их свой­

О!'В8. При аrом и ФOJМUЬRНII систе81f • оrвосиu и форма.п.вне по­

ВJПИR &II'opиr• '1'81t11e, иах МВD1ИВН 'l'ьllpиR1'8, проrрамJВ, иормв.п.-
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вне uropiП'J& и ~.п. PacOIIO~PJIII .-.я проера 1В1111ВК ТЬJJрИВГа. 

Мвоuсrво всех :внчис.а:еВJd ва 181111Ве ТЪJJрИВГа моао описа~ъ в 

ВJII,Цe бесиовечвого ориевnроваввого дерева, верnваn :ко~орого 

ЯIIUJ)t'CЯ коlфlrурв.цп. Такое дерево :zарu!'еризуе!' опреде.еивке 

ceiiiUI!'JIЧecпe. :в часпосп, фуВIЩIIова.tЪвне с:воlс!'ва I8IDIDIIi • 

.Itu опредuеВII&Х uассо:в 11ВD11П1 cyщec!'ВJDr Вflфекп:ввне операции, 

поз:во~е с!'роИ!'Ъ конечане с:веР!'КИ !'ахих деревъе:в - rax назн­

ваеllilе диarp8lllli, coxpвJIIПIItlle ве:ко~оJ&е с:воlо!'В& вrп деревьев. 

Поско.п.:ку &!'И своlс!'ва разреШ1118i ва :ковечвнх гР~Ф&Х, ro rем ca-

18Df 111 по.иучаем .ц.u них paspeiВIIЦYII проце.цуру в даввом uacce 

11!111ИВ. Если JВССIВ!'ри:ваrъ и ве вфf)е:кrиввне в общем С.IУЧ88 опе­

рации СВеР!'КИ, !'О LtaCC М1Ш1ИИ С JВЗреiПИМНIIИ C:ВOЙC!'В&IIII Сlуде!' 

ве рекурсивВIПI, но можеr охазаrъся дос~аrочно широким. Поскоп.­

ку в аривципв моао ПО.tуЧПЪ ковечцую сверrку .ц.u хахоl-п:оо 

виверсажъной М8111ИН1l ТЬIIJ)IDП'a, ~о возмоао JВЗрешеиие неко~о~ 

с:войсrв ДJШ rахого uacca IIВIIIИВ, RO!'OJile ВНЧИСJIИИ все часrично 

рекурсивШlе фувхции (правда не при :всяком кодировании вхо.цвнх 

.цаввнх). 

Другой кр,уr вопросов связав с опредепевием такой меры сжож­

восrи 11В111ИН ТЪюривrа, хаторая orpa38JIS 6н сжоаостъ их фувхцио­

нвро:вавия, и в :кахо11-то смнс.ие - веп:чину памяти. r.tapoй raкoro 

типа ЯВ.11Яеrся с.иоuостъ (наnример, ЧИСJIО верпии) конечной сверт­

ки дерева внчис.иевий. Эrа с.иоmостъ, правда, зависит от опера­

ЦИЙ свертнвавия, но е сп принимать во впимавие сохраняемые при 

сверrхе свойсrва, ro эта осо6евносrъ становится естественной. 

В связи с задачей семантической харакrеризации машин ТЪюрин­

га представжяет интерес следуЮЩИЙ воnрос. В настоящей работе по­

строена ковхретная операция, поэвоJIЯDЦаЯ ПОJIУЧИТЪ конечную сверт­

ку (с сохранением определенных свойств) ,цдя JII06oro дерева типа 
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деревьев :внчм:с.tевиl .ц.а ..... ТЪIJPIIIП'8. Воsвпае!' вопрос: су~~~е­

спуи .п !UJie операции, JtO!OJIIe 1UJИ :ковеЧВRе оверr:ки rо.п.ко 

AU всех деревьев J~~AИc.leвd, во ве .ц.а всех деревьев 'l'a:кoro 

ппа вооdще? Оrрвца'l'е.П.вd опе'l' • B'l'O'l' воuроо osJ11!118Ж б&, 

по :uacc :ВНПQ.II['l'e.IЪJIIIX процессов дu CJ111ecny1111ero ПOВII'l'D 

8.1l'OPJI'l'llll вас'!'О.П.КО прах • ПО ПО CBOD С:ВОЙО'l'В811 1&10 O'l'UЧ8-

e'l'CII O'l' :uacoa всех, в rом чис.~е и вевффе:К!'DВIIХ, процессов по­

доСSвоrо rипа. 

I. НeiOJ'Otl(e ol1!ge ПОВ!П'J!I ! И8UЪ'1'1!М 

I. I. Мl 6удем раосма'l'рив&'l'Ь OВII811fe ориепиро:ваввке rpe4Jl 

ОГJ8ПЧ8ВВОЙ П9.19D'1'8.1ЬИОЙ С'1'8П8ВИ ('l'.e. С CIГJ8DЧ8RRIDI ЧИQ.aOII 

113r, :выхо,цящих из проnвоп.иоl вeJIIIIQIIl). Те '1'8J80ПIIl., кo'l'o);lle 

11.r ве опредеuем, 11спо.п.зуиси в o~eпpJIRII'l'OII Ol&c.te; их опреде­

жевu мохво вaй'l'll, например, в квиrе [I] • Чвс'l'ь '!'ермивов, 
упо'!'реСS.UВШП:СII раиее, В8М удоСSво ИОПО.П.ЗОВ8'1'Ь В В80КО:IЬIО ИВОII 

ОJВо.18 0 чем пpiDDI'l'O, 11 ПО8'1'011J 1& Прi[ВОДDI П ЯВJife IL1JI R8ЯВВ1l8 

опре,~tежевu. 

Цвпочка в ориепироваввом rрафе - &'!'о '!'ахая: посжедова'!'ежь-

ВОС'l'Ь B8JIIIIDI ~ -z,; . . . 1 Ч'l'О BCIIJ58R В8PIIIJIВ8 V.+t , i. • o,:t, .•• , 

яв.uеrся вeпocpeдcrвeRRilll ПОО.Iедова'!'ежем вeJIIIИ& v;_ , '1'. е. 

cyщeonye'l' 113ra, веду111ВЯ 11з v;. в lliн . Цуrем в 

Орi[8В'l'ир9В8ВВО11 rрафе 6уде11 вазвва'l'Ь цепочку 0 DO:piJJDtOВНЙ '1'11П 

ко'!'орой ве превоохоДII'l' и> • Есп v;; 'l{ . . . ~ - ковеч-

1111 пуrь, '!'о 6удем rоворпь, по 8'1'0 - путь из В8JIIIIIIIII ~ 

В B8IDJIВY 

.1811 ~ 

, а 'l'аке, по ЯВU8'l'CII ПОо.18ДОВ8'1'8-

Диаrра11119й назовем 'l'aJtol ориепиро:вавнd rр&ф, у кo'l'oporo, 

во-первнх, В~~Дежева векоrоJ811 :&eJIIIIIII&, :назнвае118Я корвек и 
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oбnaQPnщaR ~ем свойс~вом, ~~о из нее сущес~вуе~ цу~ь в ЖЮОую 

верпиву, и, во-в~оJ&Х, ПОРI'дl'tО:внй ~ип .JIJJ6oй цепочхи dез ЦИltJ[ов 

ве превосходи~ uJ 

Приrером диаr18МЕ можеr CJIYitПЬ ориепироваввое дерево, 

хорекь ко~ороrо опреде.в:ев одвозвачво RВR верuива, в хоrорую 

ве :ведеr ии одва .цуrа (при эrом BeJIIIИJDi .1116ой ве~ви oO}:aзyll'f 

цепо~у, ПОРRдКОВilЙ rип ко'l'орой не до.uен превосходиrь w ) . 
JJyrь в диаграмме назовем иaчa.u.ВIDI, еоп ero первая вeJIIUDia 

JШUercя: корнем. Веr:в:ь ди8I'J8МIIIi - эоrо вачuьинй цуrь, кooroJiiЙ 

.пdо Оесхоне~ен, .пdо закаичиваеоrся: в :концевой BeJIIDDie , or. е. 

в вершине, ве имващей непосредс'l':веввнх последоваоrе.в:ей. 

JJycor:ь V' - проиэвОJIЬвая вериива диarp&INI ']) • Попой 

по.цдиаi'рf180й с хорнем V' диаrрам~~~ Я) назовем оrаиой пoд­

I'IВII fl) v- r:P!Фl 2J , Jtoтo];!ll coдePJDI'I' верпиву V и :все 

е§ пос.tедоваrеп, и orOJIЫto их. ПOJШYII по.цциаграмму, ЯВJIЯDЦуiiСЯ 

деревом, dудем В8ЗJD18.'1'Ь пo.IПIНII поддерево11, есп из вeJIIDDI, не 

привад.иежащих ей, не ве.цуr .цуги ии в одну иэ её вершин, Jtpoмe 

корня, 

Цvдем вазнваrь суОдиаrре.ммой диarp&llllll q) oraxy11 ее часть, 
хотарея сама явЖRется: диаrJ811Мой и варяду с ~ой неиовцевой 

вершивой содеркит хооrя Он один из ее вепосредсоrвевввх последова­

'1'8Jiей. (nutDt o0}:8ЗOII, cyOдиarJВIIIВ ооrпчаеrся: от попой под­

диаrраiАВ 'I'OJIЬXO !'ell, ~'1'0 ПOCJI8ДJIRJI варяду С ItaJЩOЙ В8JIПИВОЙ Со­

деркиоr и все ее пое.~едоваrежи). 

Ест! ф - dииарв:ое опоmеиие на мвожесоrве диаrJ8ММ, ro 
п-: 1 

6уде11 оdозиачаоrь через т таиое o'l'вomell!lle, чоrо ( ZJ 'D )Е: ер 
. !' 1 ~ 

'l'orдa и oro.u.кo rorдa, хоrда сущесоrвует суОдиаrрамма ;D,_ диа-

rрвмав 2J с те11 же хорнем, чоrо и у !,[) , и raxaR, чrо 
,:t ..-n :t 

( .VJ., :2).t)E т 
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.!J.allee lli С!удем расоматриваt-ь диаrраммн, КЗJIШОЙ верши:ае хоrо­

рых приписавв 6уква из некоtоорого алфавита А. Если при эt-ом по­

жожиt-ельнвя сt-епеиь яю6ой вершины (t-.e. чисжо выходящих из иее 

1f3Г) не превосходn' некоt-орое число k , и всем 113гам, ВЫХСW!-
щи:м из одной верп!ИШl взаимно однозначно сопосt-авлевьt Оухвн из 

а.вфавиt-а Б= {о, t , ... , k-1} I), t-o t-ахие диагР81Мl 1\li С!удем 
ваЭН1!ать А , k - диai'~NМ!UIJ(. 

Вершину 

v 
.11ена 6уква 

1./1 С!удем В8ЭНВ&t'Ь а -ПОСJ18ДО:ва'1'8.1еМ B8JIIIIПIН 

есп из lf в l/1 ведеt- 113га, которой сопосt-ав­
а ( t'S!tИe 'JIУГИ Оудем НВ81Пiаt'Ь а -Сt'ре.пtаМИ) • 

Цусt-ь lV ![) о6означает множество всех ве'l'вей диаграммы 

!]) . Если V" - БеJХПИНВ А, k - диагрвммн !lJ , t-o 

А 11 6удеt- о6озиачать 6укву из ажфавиt-а А , приписан-
ную 7/ • Ec.nt w = v;. l{... - Ц'У'I'Ь в А ,k- диаi'jm!Ме 
0\ , t-o А w = А V А V . . . - посжедо:вате.иьиосt-ь -lJ " J. 

Оухв, приписанннх верuииам пуt-и w; А Wt.D={Aw:wEW2.)}. 
1.2. Предикатн на мноsесt-ве диаграмм С!удем ваэнвать свой­

ствами диагJ8ММ. I\a1t пре.БUО 0 МЫ С!удем РflССiоВТриваt'Ь ОДНО111еСt'Вьt8 

свойсt-ва. 

Цусt-ь Jl = { R i : i Е М } - миоаспо одномесrвьtХ свойств 
диагр8181, где Jvl с;; N , N - миоsество всех иатуральвьtХ 
чисе.и. rti ска.ием, что диагJ;ВММН ![) и 9)' 7( -ЭRВива.аент­
вьt, чrо о6озвачим !ZJ ~ :J)' , если VRE.:J((R.(ЯJ}~=~R(!l})). 

L t 1 

в даJU>иейmем нас Oy1J3T иитересо:ваt-ь t-о.иько rакие свойст:ва, 

кorol:Jle pe.зpeiiDDIIl на миоастве конеЧвьtХ диаi'l811М· uчевццио, чt-о 

I ) Поско.иьку rакие знаки, хак ,. k- i" не .RВ.IIЯИСЯ 6уJtвами в 

оdщепринятом смнсже, то их сже.цуеr рассма'l'рива'l'ь хак обозначе­

ния С!укв • Эrо замечание Оt'ИОСПСЯ И 1t дpyi'IDI ПОДО6вьtМ СИ'!'уа­

ЦИЯ:М в данной отаt-ье. 
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.цJUI uacca :Jг 'l'&ПХ своlо'l'в ~еiВ их разре11евu ва проиа­
во.п.ном IIROMO'l'В8 ,.,;)' дarpiUIII OВ()JIПOII :К про6.нме ПОС'l'роевu 

;Jl -8КВоuеииоl el :коиечиоl диаrр81881. 

Pe11eJ111e иоl задачи предс!'&ВUе'l' IIJD'epec в омви о '1'811, чrо мио­

жеспо :ВНВО.ЦОВ ИП ЕЧИСЖ8иd В фоJ8.1ЪИОI СИО'1'811е IIODO ОПИС&'l'Ь 

в общем щчае oecкoиeЧJIIDI А , k -.церев011. 
В качеспе примеров овоlоп, J&&peiВI!IВX ва коиечикх .циаrрем­

мах, ре.ссмо'l'рим CleдyiiЦIIe овоlо'l'ва. 

I) {J ( !2)) ~(=!;>'? в Jtll8l'P8I8I8 :JJ 111188'1'011 ковеч-
ВВ11 В8'1'ВЬ i 

2) 6(2)) <:::Oi====.,.> в диаrре.~~~~е 2) IIIIВe'l'cя оеско-
И8Ч11811 В8'1'ВЬ i 

З) С ( ZJ) <=====>А k- .циаi'Р81111& !D со.цераt' веJ8ИВУ, 
а ' 

коrорой приписана 6уква а 

4) С:( :zJ) ~ А , k - ,циаi'Р81111а !/) со.цераt' веrвь 
С 08СКОИ8ЧИЫ11 МИORO'l'BOII Вера:п, KO'l'OJIDI пpiiiDIC8В8 6уква а i 

5) О ( Ю) с : .цвarpaiiiВ fZ) со.цераt' 6ескоиечиое 
миожеспо коиечинх ве'l'веl. 

0 эначеRП &'!'ИХ CВOIC'l'B прDIВJ111'1'8.1ЬИО К 11ВШИR811 ТЪюринга 

6у.цеr скаэаво иuе • 

ЕсJ1и ер - бинарное О'l'Иошеиие, !'О BIIВC!'O (С( , J3) Е ер 
6у.цем писа'l'ь ct.Tp . Через Рса.) 6у.цем о6означаrь срез 
orиomeвu ер uемепом с( , r.e. cf=>(cx)= (}3 : cJ.. Фft} 

Пусrь ер - 6ивариое оrн0111епе, а Р n -местное 
свойспо ва IIROMC'l'В8 диarpual• !q.цем rовори'l'ь, чrо о'!'иошеиие 

ер co.xpe.иJte'l' своlсrво Р ва миоиеспе ?J .циаrре.мм, 
1 1 ~ ес.п .цJШ JII)(ia /l)l. , . . . , {l) , /l) J. , • • • , 5) п из 

rахих, Ч'l'О .Q) <f>~, ... , :1) nrh :IJ' из P(.I01,. • ·, .2>,,) 
i ,t ,п.т n. 

сле.цуеr Р ( <2>1 , • • • , 2) ,,) . 
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Ясно, Ч!'О eCJIИ оi'Ноmения: 

С:ВОЙС'I'ва ИЗ x.tacca 'Jl 1 '1'0 

ер и c:p-t соХРЕЦШм :все 
,юФ2/==>9> ~ :z/ . 

Поз'l'ом, дин разрешения: с:войо'l':в деревьев (из вexo'l'oporo иитере­

оущеrо вас x.tacca) дос!'а!'очио Dle'I'Ь 'I'&Jtoe Сlивариое o!'вomel!le 

ер В8 IIROUODe диarpallll, Ч'I'О, :Во-Пер:внх, cf? И ~ 
coxpaJIIПJI' о:воlоrва из x.taoca ;;Jl , и, :во-:вrоJВХ, дяя вaJDtoro 
дерева fl) IIRoucпo ер ( ::D) содерzп ховечиу11 диаrрамму , 
DрИЧем сущесrвуеr aфpeв:'I'IIВВJdl спосоеl её пос!'роеиия по дереву 

3) 

НDе 111 pacOIIO'I'PDI два подхода :к pemeJDII) мой задачи. О6а 

подхода coc'l'oar :в ПОJIУЧеИИИ 'I'U нasнвaelliX о:ве~ох деревьев с 

ПOIIOIItЬII вexo'I'OJIIX операций, сохраJUШЦИХ раs.nrчине свойсrва диа­

грамм. При &'l'OII буде'!' пос'l'роева операция, даD118Я при в'l'ором под­

ходе д.1U1 D!Cioro А , k -дерева ховечву11 сверпу. 

2. СВеmи по цщеревЫПI 

!Jyc'l'ь ;;[) - ориевпро:ванвое дерево, ер - Сlиварное 
О'I'Вошевие ва IIROUC'l'Вe rf) всех диаrрамм, Я:В.IJПIЦИХСЯ ориеН!'и­
ро:ваВJ1Н11И деревЬIПIИ ( r. е. ф <;;;;;, r8 х -{) ) • СПредеuм повя:rие 
ф - о:вёР'!'ХИ дерева .Q) • Пусrь ~ , 1{, l{ , . . . - все 

вер!IIПIК дерева !ZJ , упоря,дочеRВ!lе по ярусам, а :внутри яру­
сов - произ:вОJIЬвнм oelpasoм. Цусть 'Ро - по~едоваrе.n.нос'l'ь 

c:l>u: , :lJv: , /Z)v. , . . . ПOJIJIНX по.цдере:вье:в дерева .9) с 
о L J1. 

xopвiDIII соопетст:вевво ~ , v; , v; , . . . . нахо.цим в пос.tедо-
ва'l'е.иьвос!'и '1: первое поддерево .2J1Jf !'&Кое, ч'l'о .ц.tЯ нехо-
!'ороrо i < J. ::D v, ер :lJ v; 'J , и :в дереве :J) 

J L 

удаuем поддерево :Dlf , lf3'r1, :ведущу11 в :ве~ VJ , 
ваправu:ем в Vj , и из паа.едован.п.вос!'и оУо удuяем 

все ПоддереВЪII дерева :l) v; • 0 DЩJЧeJDIIIIIИ !'&JtИII oelpasoll 

паа.едова'l'uьвоо!'ЬII по.цдере~в 7! и двarpiUIIIOI ::lJ J. 
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пос~паем аваиогичвым образом до тех пор, пока в последователь­

ности поддеревьев 6удут иметься парн ( ,;Dvr , ::Du; ) • принад-
т (J ' 

лежащие -r- • Лиаг~. подученную в результате этого про-
цесса, о6озвачим через ,Q)Ф и 6удем называть её ер -сверт-
кой дерева 9J (или просто - сверткой. если ясно, о каком 

отношении идет речь). 

Последовательность диаграмм 
ф 

9)' ~1 ' :z>.z' ... ' 3) • 
пацучаемнх на каждом шаге этого процесса (включая с~ свертку) 

назовем ф -сверточв:ой последовательностью для дерева !:ZJ 
и отношения ф . Эта пос.педоватехьность может мь JtaJt конеч-
ной, так и бесконечной (типа Ш + :1. J • 

ПоСJtо.uьку мн опредеJШJIИ процесс подучения свертки 

кaJt пepecтpoiJty дерева 9J , состоящую в уд8.11еюm некото~х 
поддеревьев и присо~еиии о6разовавmихся висячих дуг к опре-

деле11Иьt11 веiJПИВЗМ свертки, то в дальнейшем .!81 в нухных едучаях 

ддя простоrы 6удем отождествлять вершины и дуги свертки с соот­

ветствуDЦИМИ веiUИ:вами и дугами исходного дерева. 

Пре<f;ожение 2.I. Если свертка !/)ф конечна, то конечна 
и -сверточная последоватехьность :JJ, ::lJ1 , ••• , ~<? 

f Предположим, что сверточиая последовательность ::l) = ::lJ, 
ф о 

:lJ :zJ ... , ::zJ бесконечна. ПУсть /J'f~ -
J. ' .t' .. 

корень поддерева, удаляемого из ~ при переходе к юп+ t ' 

а v,;. - вершина, непосредствеmшм последователем которой 

явяяетсл 1{: • Поскольку последовательность V.: , V,: , • • • 
.. о J. 

- бесконечна, то эти вершины принадлежат бесконечному множеству 

ярусов дерева .2) , так что для лю6ого натурального числа 
rп. существует число п. такое, что путь 1{ . . . ~, 

из корня дерева /1) в вершину v;:. имеет д.линУ 77tn • 

По определению сверточной последовательности ни одна из вершин 
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эroro пути ие можеr бнть корнем по,цдерева, удаляемого на :r.ахом­

пибо шаге, rax что этоr пуrь 6ез изменения содерzиrся во всех 
ф 

.циа.грв.ммgх свеР'!'очной посхедоваrельносrи, BRJIIIЧSЯ ~ • 

Эrо означает, что в диаграмме ~ф сущесrвум CltO.U:Ь уrодно 
ДJIИНИНе пути 6ез ЦИRJiов, r.e. сверrка ::lJФ 6ее1tонечва. + 

JJусть V - подмножесrво вершив диarpwas ::lJ • 
06озвачим через .:IJV диаграмму, коrорея по.u:учаеrся из :;{) 

уДаJiением всех ПОJПIНХ по,цдиа.rрамм cZ)V" rахих, что V' е: V 
(а также - и образовавшихая висячих JJ3Г). 

Множесrво V вершив диаграммн .!2) • не содержащее 
ее Itория, будем вазываrь сечением, есп JIJ06aя 6еСitонечная 

ветвь диаграммн :zJ оодер&И'l' ровно одну :вершину из V 
С помощью предяожеиия 2. I .пегко доitаЗIШается 

Uf>еМожеиие 2,2, CВeP'l'lta cZ> Ф дерева ::D конечна тогда 
и только rогда, Rогда сущесrвует конечное сечение V дерева 
!ZJ такое, что для JОО6ой веJ111ИНЫ V' из V в c:l) у 
вай.цеrся rахая вершива 1J' 1 , что :l)v ф :;[) 1J"' , 

f Согласно предяожевию 2. I, есяи cвep'l'Jta конечна, ro конечна 
и свеР'l'очная посяедоваrе.пьность. А rак ках Itонечвая диаграмма 

не содерzиr 6есконечных :веrвей 6ез цик.пов. ro в JIЮ6ой 6есковеч­

ной веrви дерева ::lJ дomma найrись верпива, которея яв.пяеrся 
корнем дерева, удаляемого на векотором шаrе построения свер'l'Rи. 

Поско.пьку сверточная последоваrе.пьносrь конечна, то это озна­

чаеr, что множесrво тахих вершин образует конечное сечение 

~ • При этом из определения свер'l'Rи следует. что для 
К!ЦЦОЙ вершины 'lf из V до.uва найтись вe:IJIIИ]!a 1/ 1 

в Юу rакая, что ~1r ф :z:> 1r' • 

В обратную сrорону yrвePJJUteвиe c.1e1J3er из того фaltra, чrо 

~V coдePD'l' все вершив&, предшесrвущие кахим-лиоо верши­

нам сечения V · ~ 
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Цусrь Т - бинарное оrвоmевие на векоrором мвоuсrве 
а • IJодмв<>ЖеС'l'ВО $с;;: ot <'yдell RаЭВВ&'l'Ь ер -баэи-

0011 IIВOUC'l'В& а 0 ec.u \fcc.E Ol3j3 Е$ (d ф j3) 

Из пре.ц.tоаеВИJ! 2,2 с.~е.цуеr 

llpepozepe 2,3, Ес.1И IIВOUC'l'ВO 

по.ц.цере~в дерева /Z) имееr :ковечввй 
ка :/) конечна. 

всех ПО.JIВЬIХ 

cf' -сsаэис, '!'о сверr-

f ДейоrвИ'!'еnво, пусrь :lJ и , ... , :L1 - баэис д.1I11 мноu­
с'l'В& всех похннх поддеревьев де~ва ~ 7 Fассмоrрим :конечное 
сече~ V '!'акое, Ч'l'О все вeJIIIИ!IIil U 0 , • •• , um содерха'!'ся 
в Ю V • Поско.1:ьку aZ> uo, .•• , :lJ и".- баэис д.1I11 всех по.IИНх 
поддеревьев дерева /2) , 'l'O .ц.u .JD:ICSoй веJ111ИНН V" из V 
вай.це'l'ся '!'акое n ~ m , Ч'!'о .Ю,_ ~ 2Ju . СогJiасио пред-

'"' ф rn- 1 
.JiozeВИII 2.2 эrо оэвачае'l', чrо свер'l'К8 :;[) конечна. r 

Orмe'l'ИII с.иедупцее очевидное 

Премоzевие 2.4. Цусrь Р - n- месrное свойсrво, 
рекуроиввое на мноzес'!'ве :конечных диагра1111, а 'f:> rакое бинар­
ное о'!'ноmевие на мноzесrве диаграмм, Ч'l'О дяя .DICS~o дерева :;[) 

из некоrорого сf,мсса деревьев ~ cвep'l'lta :;[) конечна и 
:;[) <f> ::zJ . Тогда, eCJIИ оrношевия ер и с:р-1 coxpa­

ВЯII'l' свойсrво Р , ro ~ рекурсивно на множесrве r{J 
О'l'ИОСИ'l'е.ИЬНО ПОnучеНИЯ ~ -СВеР'l'ОКо 

ТВКИМ образом, проб.иема разрешения СВОЙС'l'В беСКОНеЧНЫХ де­

ревьев связана с нахождением rаких оrношений ~ и nодклассов 
1J деревьев, KO'l'OJ!:le удовлетворяiО'l' nредложению 2.4., и 

ддя кo'l'OJ!:lX сущесrвуеr эффективная nроцедура nолучения свертки. 

дАя выполнения nоследнего условия достаточно, наnример, что6ы 

оrноmение ф 6ыло рекурсивным (nри условии, что свертки ко­
нечны). 
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Пусrь диаграмма 1l> ПОJIУЧ&е'l'СЯ из диаrр81118l !1J пуrем 
IIрИМе}!евия одного свеР'!'очноrо mara. '1'. е • у,ца.rением из .:z:> веко­
rороrо пo.nroro поддерева :1J17 , д.111 xoroporo в ос1"8В1118йся 

часrи имееrся ПO.JUtИ8I'181118 c:[)u ruu. чrо :l)v-ер .2)u 

и приоое.цивевием JfYГ • коrорне веп в v- • х вeJIDRe u • 
Траиз111"11ВВое бинарное оrиошевие ф назовем yc'l'oЙЧJDIIDI на 
по.-есnе rtf диаrрвм111 ес.п .-u .lllбoй диаrрuав :J) из 
iJ :внпо.mяеrся :2) ер !ZJ 1 

• 

Очевцно с.tе)fупцее 

Пред.11оgвие 2.5. Ес.пи О'l'НО8Пе cf:> -ус'l'ойчивое JВ по­
zес'!'ве .циаrрамм1 'l'O д.11Я JШбоrо дерева ;[) , д.m ко'!'ороrо 

~ - све~очвая посжедова'!'еяьность конечна, внпажняе'!'ся 
с2)фс2) :f' 

Ках о6нчио, пусrь А о6означае'1' поаес'!'во всех с.tов, 
а А 010 

- мнохесrво всех сверхслов (т.е@ бесконечвнх пос.tе-
довательностей Оукв) в алфавите А. Цусrь .1\ =А *'и А 00• 

EcJm о(. Е А* то е rx - .ЦJIИНа CJioвa а. ес.ии 
ос Е. А 00 

• то t а.. = оо 

Цусть с:Юt, ~.1 А , k - диаrрамм!l, ~ = И0 U.1 • • ·-

путь в диагimСМе с:2) :1 • w2 = v;; VJ. • . • - путь в диаr18ММ8 

6l) .1 И W/= u,. Ui . . . ( W 1 = 1J;'" Vf . . ·) - ПОДПОСJiеДОВЗ'l'еЯЬ-
о 1 2 "Jo 11 1. 

ность всех вершин из \~ (из ~ ) , пояоЖИ'l'е.пьиая степень 

которых / i . Цути W1 и W:t назовем- аналоrич!!ЫМИ, что 

обозначим wi""" ~ • если е~ 1 = t ~' и ДJIЯ всех т • 
меньших { 1.-Vt' верпина И[,;t-1. является а -пос.tедо-
вателем вершины ui тогда и то.пько тогда, когда веiJПИН8. 

m 
1fj;."_+ i является а -пос.педователем вершины lf'm . 
J=Uдем считать, что всякое бинарное отношение f на произ­

вольном множестве ~ распространяется на множество всех 
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его подмножесrв СJiедупцим образом: если Q1 , QL ~ М , 
'I'O Q1 f Q,_ rогда и rо.пъ:ко rогда, когда ДJ1Я вся:кого cf. 

из ~ сущео'l'вуеr j3 из Q 2 rа:кое, чrо ci.. f j3 
и ДJIЯ вся:кого J3 из Q t сущесrвуеr а. из Q t rа:кое, 
чrо d. f f'. 

Ясно, чrо О'I'Поmение ава.погичнос'l'и явмеrся оrпошением 

эквиваленrносrи как на множесrве пуrей, та:к и на классе мво­

жео'l'в ветвей. Очевидно, чrо в JIII6oм А, 1< -дереве не суще­
сrвуеr двух раз.пичвьrх аналоГИЧЮlх веrвей, та:к чrо для каждой 

веrви одного дерева сущесrвуеr не более одной аналогичной ей 

ве'l'ви в другом дереве. 

f А®. Цусть - бинарное отношение на множесrве 

М:l сопоставим ему СJiедупцие 16ина.~е оr~ошения [ f , o/f , Q1 
(и, сдедоваrедьно, 'l'attжe [ f , 'tj , .(2 f ) на множесrве 

А, k - диаграмм: 
ДJ1Я произво.пъных А, k- диаграмм .;l)i, ::Ь2 ПОJiа.Гаем 

2{ Jf Д)R. ~ W !Dt _.. W Z> 2 , и eCJiи 

w 1 ""' w.2. • где ~Е.. W.V1 • w:z. Е. W~. ro 

Awt f Aw1. 
:!)1 'tf :1)1 ~ сущесrвует функция <f 

О'l'обра-аоцая W cl)1 ва W :D z. и такая, Ч'I'О дм JIJ06oгo w 
из Wc:V~. Aw f A'fw. 

2J1 Q12J,_<===> А W 2J f А W2>2 • 

Очевцио, чrо J f с Чj .;;; Q f 
, 1 

и I1c lfj ~ Qj. 
Очевцво 'l'ахже, что е сп оrноmевие j rранзпивво, 

If, 'tf, 01 
- оrиоmевие э:кви:вuеИ'l'восrи на Jf , ro 

ro rраизиrи:вны и оrиоmепия 

же f 
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оrиошевие эхвИВ8.11еМ'Вос'fи на IIIIOUC'l'вe А , k. - диаг~. 
НJDre Е paCCIIO'l'pD КJIВ.СО УО'l'ОЙЧИВНХ 0'1'ИОШ6ИИЙ Вида Ф, 

где ф Е { l , Ч', О, I', Ч'', Q'} , :КO'l'OJile 
порождr011 'l'ax нasывaeiiRIIIt по6уквеНННIIИ отношеЮJЯМИ f на 
А 

1 { l 1 1 Пус'1'ь Nk == L, 2., ... , k J , Noo = N - @оес'1'во всех , 
попопrельных ва'fУрааьинх чисел. EcJIИ d. Е А и i Е N, 

i_ ~ е ci , i'O r:i ( i. ] 6удеr о6означа'l'Ь i -ую ПО 
пop!rДity 6yltвy (сверх-) олова d. , т.е. d..@ ei..[t] <X.(tJ ••• 

Бm.ариое отиошевие f на миожесrве А 6удем назьr­
ваrь поОухвеНИЬIМ, eCJIИ оно удовлетворяеr следующим у~овиям: 

( f 1) если jA f J3 
отобр"=~Жащая Nta. на 

, то существует фующия 

Н[~ такая, чтоЧ 

(f 1) 
(fз) 

Vi ~ lct ( аш= fiснэ) и 

\ii ~ / J3 (множество 'iГt - конечно), 

если а.f;з и , ТО 

отношение f рефлексивно и транзитивно. 

® 
теорема 2.I. Есп f - поОухвенное оt'ношеиие на А , 

то о'1'ношеиия I f , o/f 1 Q f , 1 ~ 7 \.f.j' , Q; -ус'l'оЙЧJ!ВЬiе 
на мио.-есrве всех А , k - диаграмм ( k Е N') . 
I) ~есь и дaJiee :вьrражеиия вида Yi ~ n в эависимосrи or . 

xoнrexcra обозначат JIИ6o "ДJIЯ всякого L rахого, чrо 
А • 1/ • 11 
J. ~ L ~ п , JIИ6o "ДJIЯ всякого L rахого. чrо О~ L6. n 



16 

f Лохuем Э!'О ynePJQeииe дu 1 f . Цус!'Ъ Ю - произ-
:во.п.вая: А , k- .циаrрамма, а !D1 

- .циai'J.IIUIIВ, хо!орвя 
пo.wyчaei'CII из иее уД8J!еиием иехо!ороrо ПOJIJioro подJ:tере:ва :D tr 

!'axoro, ч!о ,V v- [ f ;;[) и ( 1 ) , rде и - :верпииа :D , 
не прИJЩЦJ[ежащая :zJ v- , и присое.цивеиием о6разо:ва:вшихС11 
:висячих дуr х :вершше и Похажем сваЧ&118., Ч!'о дu JШ6ой 

' ве'l'Ви W .циarPQМIIi ::D :в :D вай.Jtеi'ся: ава.поrичиая: ей 

ве!вь w , причем i'ахая:, Чi'О А w f А w' . Ес.пи w 
ве имее! общих вершин с поддеревом ~~ , i'O &i'a ве!вь цеяи-

' хом содерп!ся: и в c:lJ . Предпо.иожим, Чi'О w имеет ве-

пустуl) ое!щуl) час!'ь с поддеревом 2'J v . Цусть w = v; 1{ ..• 

• • • 1,~ ~ + :t. • • • • Пос:ко.пьку ;?) l/ - ПOJIJioe под~:tерево, 
i'O 8!'0 озвачает, ч!'о .ц.DЯ вexoi'oporo rn -;:;- О :вepmma v--171. 

совпа,цаеi' с v- . А i'81t 1t81t 2)v- 11 c:l>u , !'О в по~ 
М3 ;[)и сущес'l.':вуеi' ветвь wJ.1 ~ и uL ..• , ава.поrичвая: ве'I.'ВИ 

W = v- v- . . . дере:ва :l) ... • причем !'ахая, что 
i tп tn.+:L (/ 

А \Aij_ j А w:~.' • Но :в диаграмме :D 1 вершива и яв-
.IIЯei'CII вепосредсnеВВЫJI посдедо:вате.nем верши:вн v-rп _ t. • 

~, 1 
Поэi'о~ в oL./ сущесi'вует ве!':вь W = ~ ... t;;._.t и. И J. • •• 

ХО'l'орая, во-первых, авалогична ветви W , тах хак состоит из 

двух частей, ава.поrичвых часi'ям веi'ви W и, во-втоJ!iх, .-.ия 

&'!'ой веnи W ' вьmо.пвяеrся: оi'воmеиие А w j А W 1 в сщ 
СВОЙС!'11 ( f 2, ) И ( f J) По6ухвев:вых О'!'ИОШевий. 

Ilсжа:.кем i'еперь, что ,цдя JII06oй ве'fви W. диаграммы ;!) 1 

в диаграмме .;;!) най,це'l'ся: аимоrичвая ей ветвь W таиая, 
Ч'fО А wj А W 1 • Возмо:кио, ч'fо ветвь w 1 аваJiоrичва 
'l'UOЙ Бе'fВИ W .циаrреммы :lJ , хоi'орая: не имееi' общих 
вершш с деревом ;[)lТ и по'fому цe.mntoм сохраJШется: при пepe-

t7\l 1 
ходе :к o<J , r.e. W == W • В Эi'ОМ с.пучае у'fверцеиие 
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, 1 , 

тривJ18JIЬво. Пре.цпо.tОJПМ '1'еперъ 1 Ч'l'О w = W 0 w 1 , ":'де 

W 0 
1 - мвкСDI!UIЪиое вачuо :ве!'ви w ' • ава.иоrичвое 

иexo'l'opouy вачuъвоuу пуп W 0 диаrре.rон /l) . Очеви;дво 1 

Ч'l'О пу'l'Ъ W 0 Веде!' ИЗ ltOp!lll диаrра18В rfl) В '1'8XYII В8J111ИВУ 

v-'"- 1 oДRИII 118 вeпocpeдc'l'вeRJII:lx пос.tедо:ва!'е.-ей JtO'l'opol 

яв.пяе'1'ся :&eiiJIИR& V • Есп 1Т ве яв.пяе'l'ся пoc.teдo:aa'l'e-

.-eu вe}JIIИRII и. 1 '1'0 w/ - '1'8lt8fl ве'l'Въ диarPfUoМi :lJ и 1 
1 

ХО'l'Орвя ВХОДИ XU В ;{) '1'8Х И В ::l) о Очев:вдво 1 Ч'1'0 

'1'0ГД8 

Предпо.t0D111 ва:ковец1 Ч'l'О веJ8111ВВ V" Я!LIIIe'l'cя пос.tедова-

. . . v; и vt . . . tr 1l" • • • 
~-:t +1. 111. 

ВО8ВП8е'1' Цlllt.l ( Z) = ( U lf,_ .i • • • 

W ' ...-8018'1' ОQЦ8р8а'1'Ъ ~311 с'l'епевъ 

'1'8.1ем ве:риивв и. 1 'l'.e. в :lJ Dеется В8'1'ВЪ V"0 ~ • •• 
1 

• Эrо оэвачае'1' 1 Ч'l'О в Ю 

~ ) t 'l'8X Ч'l'О ве'l'ВЪ 
Z п Э'l'ОГО ЦИ1U18 1 

O~n~o.o .Ео.пn:О 1 '1'0 ве'l'ВЪ W 1 проО'1'0 
со:впа.цаеt с ава.иогичвой вe'l'BЪII диагра111В :D 

ЦуС'l'Ъ n '> 0 И W 1= W 0 ZnW.2.1 
1 Где 

W = V ... V:f • а W 0 - ве'l'въ диаrр811МН Jl.)ц • ве содер-
о о -1. .., 

J181Q8J1 BeJIIIИIIY ~ , ВoЭIIOD& два ЩЧая: • 

I) Ве'l'Въ W 1 - пус'l'ая, т.е. w 1 w ~"""'. В cuy l о 

(I) в .:lJv- существует пу'l'ъ ~ L • aвa.l[OI'ИЧJIIII пу'l'и z 
ди.агJ8М1& ;[)и . Тогда д.1111 пути z // t диагРfUоМi :!) и 
в c:lJ v- найдется анаJ[ОГИЧШIЙ путъ !12- = !/1. u.z . .II$Jlee • 

ДU пу'l'И Z сУ 2, диаrраммы 2) и В ЮlТ вdде'l'СЯ авuо-
I'ИЧИНЙ пу'l'Ъ /fз = f/!t W3 И 'l',д, 'l'аRИМ о6раЗОМ1 д.1111 JШ6ОГО 

n >о : и ........ z и ............ z.я.u - .._ -::z п. 
dn.. dn-:t. dn-.2. • • • "_ ' 

причем д.11Я .11116ОГО fl. IJY'l'Ъ /f п + 1. ЯВ.1Ш8ТСЯ продО.DеRИеМ 

пу'!'и fl п.. • Эrо озиачае'l', Ч'l'о в :z:>.",.. сущес'l'Вует ве'l'въ 
С><) 

Z! • а 'l'а:к хах д.1111 .11116ого п. • aJI8.1IOI'II'IВWI 
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/1 п +i.""' .С/! п 1 !'О g"'" 2_ !/ • В CJUJY (!) 1 

А!/ f А Z fj , и, ~едо:ваtе.IЪВо А'/ j А z оО • Поэrому 
ooruoвo (j l) и ( j З) А W., 'j j А W 1 

, 

! .е • Бе!ВЬ W:, Ц дваi'Р81Мr :lJ ЯВJU18!СЯ ИОRОМОЙ 
d, rr. 1 /\/"' 

2) Пуо'l'ь w = W 0 .с w2. , rде п Е. 1v и вепь 

wz.1 диаrр&IМI 3J - ве цycfiUI. В ouy (I) в !ZJv-
' оущесrвуе! :веrвь Wя.. , 8118.1оrичRВЯ W.z и !Uая, Ч!о 

А w2 j А w; . o!JtYдa с пoJIOIQЬII ( f 2.) по.wучаем: 

А z: ~ f А r. w: ( 2,) • Рас011оtрвм :веrвь z ~ диаг18М-
мк cZ>u. • В cuy (I) ДJIЯ вее :в дереве ,;lJ17 сущесще! 

8ВВ.IОI'ИЧИ8Я :веrвь Wз • причем А ~ f А z w! . 
В :виду (2) и ( j 3) o'1'cQit8. ~едуеr, чrо А 1.-YJ f А :.с ~ 1 (3) 

Рассмоrрим !еперь :вепь z:. w3 диаrре~~~~~ ,;{)и и ава.ио-

ГИЧIIУII el веr:вь w'f дерева ;D v- • IЬIIfь из (I )- (3) 

по.вучаем: А w1 f А z WJ и А w;, j А z.t W 2' (4). 

Продо.uив эtо пос'l'роевие нупое чио.rо раз, ПOJJYЧИII ДJIЯ проиэ:во.пr 

воrо п :вепь Wn+ 1 дерева cl>V' 1'8XYII, Ч'l'о 
А w j А ~ n-1. w 1 • О'!'с~а с помощЬII (fl) и 

ан 1- 1 
(f3) по.вучаем А W:, r. ~н j А~ zn W.t • 

п п 1 1 ··' OOJto.rыty W 0 z "'2. =- w , а ~ z. .v п + 1. ЯJ3.tя:е'l'ся аRаJiо-

rичвой ей веrвь11 диаrраммн ;[) , !О !ем om&~~ у!верждевие 

доказано. 1 

И'l'81t, llll ДОХ8Э8.D 0 Ч'l'О :l) 1 j :l> • Д1[я ОС'l'а.JIЬИНХ О'l'Ио­
lllеВИЙ ДОJt8Э8'1'едЬО!ВО IIO.ПO П0ж.1ЧИ'l'Ь Цf!ell ве6оJIЬШОЙ 110ДiфИК8ЦIПI 

дсваэамп.о'l'В8 д.1U1 О'l'И01118ВИЯ J f . t ® 
Qlе,цс'l'вие I. Ео.п j - по6ух:веввое оrв0111евие ва А , 

'l'O ДJIЯ .IIICSoro А , k -дерева .;[) , во-первых, .;[) 11 :lJ l.f 
И, :вo-B!'O}Ji% 1 ео.п 'РЕ { \tj, Qf', r; ,о/; .а;} И 
ф - ОВ8Р'!'ОЧВМ ПОСJ18ДОВ8!е.IЬИОО!Ь ДJ1Я дерева ,;[) ко-



ф 

вечна. ro c2J ер 3J • 
ta 

Вrорое уrвеРQевие вепосредс!'вевво OJieдyer из rеореав 2.! 

и uред.11оаеВJШ 2.5. Чrо6н дохазаrь первое. досrаrочво замеrпь. 

Ч!'О в 11 -сверrочвой пос.11едоваrе.11ьиосrи между мвоаесi'ВЗJIИ 
веrвей всех диаrра1111 оохре.ияеrая: взаимвоо.цвозиачвое coorвercfjиe. 

~чсrвие 2. Еми f -побухвевиое оrиоmеиие ва 1\. 
и € [ 1 f , Ч'J , D f , J f , lJj 1 , Q; J . ro д.1111 D61lx 

А , k- деревьев ;[)J.. , ••. , :lJn • ,цmr RO'!'OJilX ~ -
сверrочвне пос.wедова'!'еnиос'!'и ховечвн. eOJiи ф со~'!' 

n -мес'!'иое своlсrво Р • ro P(::V1., ... ,.2Jn)~(;Q, ... ,Zl~ 
-i ф ~ Ф. ~ 

и еоп: ер оохре.ияе'l' Р '!'О Р (~f. , · · · ci>tt)~ 
~ р (,;[)1' · .. ' .2}n) 

Ава.llоrичиое у'!'веРQевие моео по.пучпь .JtJ1Я произВ()J[ЬВilХ 

О'!'ИОIП8ИИЙ ф 1 ВО ,Jt.IIЯ ОП8ЦИIUЬИОГО lt.IISCC& СВОЙС'!'В 1 lt0'!'0Jil8 

Е oupeдe.IIIDI вuе. д,111 проо'!'о'!'Н огрвиичимая: рессмоrреиием одио­

мес'!'ВilХ СВОЙС'l'В. 

~OtleC'!'Boe CBOIO'l'BO f=J :ва миожесrве .циаrра1111 вазо:вем 

ДOIIИIIaii'!'ВiiiМ 1 ес.п ВRПC>.IВJIII'l'aя: ОJiедуDЦИе два усповия: 

( d i) СВОЙС'!'ВОII р о6.иа,цае'!' ВСЯR8Я диarpellll! 
:l) , В RO'!'Opol имее'!'СЯ: су6диаrрамма, о6.иа,цапцая СВОЙС'!'ВОМ 

р . и 
(d.Z) еспи 

1 
Р ( ,2J ) и диаграмма 3) по.uучае'!'-

ая: из /1) 
р 

удuевием по.ntой ПO,Jt,JtИЗГp&IOiil 1 ве оt1пад,ащ'!й свой-

С '!'В ОМ и присоединением о6разовавши:хая: висячих дуг х 

проИЗВОJIЬВiiiМ ОС'1'8.ВШИМСЯ Вершинам, '1'0 P(,D'). 
Цусrь в диагJ8ММ8 :lJ иекоrорая векоицевая веJ111ИВ8. v-

имее'!' О'!'рищ!.'l'е.иьиую с'!'епевь ( '1'. е • чис.11о дуг, ведущих в вее ) 

пr 7 i . Orcoe,JtИВIIII lt8Rиe-п6o п < tп из эпх дуг 

О'!' V и направим их в корень произвоJIЬвого дерева :lJ 1 • 
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1 

Оrиошение -< ~8ltoe, Ч'l'О cD-< 2J 'l'orдa и 'l'o.п.RO 'l'or.цa, 
1 

когда ,;z) no.uyчae'l'cя из ;[) :ввшеопиоаивнм споооСSом, назо-

вем о'l'иоmением разверntи. Ео.пи при &'l'OM d[)1 Ф:;!) v-- , 'l'O 
ф 

соо'l'ве'l'ствующее о'l'иоmение обозначим ~ и dfдем назнва'l'ь его 

О'I'Воmеиием cf' -раэвер'I'Хи. 
Леrхо даказнвав'l'ся 

Прероаиие 2, §, Ec.IDt O'I'ИOIПeJDIII ф И ~ CO:q8-

ВIIИ до1111В811!'иое овоlс'I'Во Р , 'I'O JtJIЯ вояхого дерева :l> , 
д.1111 ко?орого Ф -овер!'очвая посхедова'l'е.иьиос'l'ь коиечиа, 
Р(~)~Р(:DФ) • Ф 
l ЦуС'l'Ь ~ = 3J, ,Z).t, ... J с1.>11 =:J) - СВер!'ОЧИ8Я ПООJiе-

ДО:ВS'I'е.П.ИОС'l'Ь д.111 дерева ;[) • .Jtu проиэво.п.иого ~ 

О ~ i < n , pacoiiO'l'pJIIf переход O'l' :lJ i :к :;[),.+1. 
Цуо?ь при &'1'011 переходе из :z:>, удапе'l'ся поддерево .;Dv- , 

oбla,цaDQee СВОЙО'I'ВОII р , Так 1t8lt В :l)t.+J. до.uиа De'l'ь-
011 Пoд.1UI8I'PВIIIВ oZ:> и 'I'81WI, Ч'l'О :l) v-ф ;[)и , 'l'O поско.п.­
ку ф CO.xp111Ut8'1' СВОЙС'l'ВО р 1 ВIШO.IВJie'l'CЯ р ( ;{),) • 
Но ec.ur cвolcno Р -дoiiiDIВВ'l'иoe, 'l'o по YOJIOВИJ) ( d i.) 
CВOЙO'l'BOII р OCWI,цae'l' И диаrре1111В ;[) i+ 1 • Ес.п при 
переходе O'l' :l)i к ;[)t'+i. из (L)i уда.~~~е'l'ся по.цдерево, 
И8 O/Sмдa!QI)e ДOIIJDI8JI'I'ВIIМ CBOЙC!'BOII р 1 !'О р ( cZ)t'+ :L) 
в cuy YOJIOВU ( d. .2) , Т8ltим образом, р ( 3:) )~Р( el) <1_). 
В oCSpa!'JIYII с?орову у'I'Верqеиие иепосре~'l'вевво C.le-

lfYe'l' ИЗ C0xp&IIJI8110C'l'И СВОЙС'l'В8 р О'I'ВОIП8П811 ~ , t 
Не'l'рудио убеJtИ'ЬОЯ, Ч!'О все овоlс!'ва I)-5) на c'l'p.6-

дOIIJIJI8В'1'JII и рехурсивине ва миоеспе конечвых диаграмм. Оrме­

пм еще очевQИое 

пуомре 2, 7. Ео.П f -поrеввое О!'ИОIП8_J{Ие Jl8 

А • Ф Е { 11, Ч'f. о 1 . '1'0 ct, cr, ~ ,.~ 
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coxpaJIIПI!' о:воlства О l Б , С а. , С а.оо 
-i ф ер' ~ 

1 f) I f ' ~ ' ~ LL Ч!j 
'l'OrO 1 СВОЙС'l'ВО 0 00 

COxpaJIIПI!' 1 КроЕ 

OrcJЩ& и n пpe.цaoseJUUI 2. 6 C.leд.Ve'l' 

Пре.gо:а1111е 2.8. Eo.D f -поОуоеввое onome1111e иа 

А~ ерЕ: { lf, Чj, Qf ,1;, ЧJ', Оj}иРЕ{а,Б,~.~-}, 
то д.111 всякоrо А , k -дерева :lJ • дu хотороrо 
ф -сверtочвая поо.tедова'!'е.п.иость иоиечва, P(Z>}ФP(3J4j. 
ВeKO'I'OIJIЙ аважоr пpe.ЦЖOS8JUUI 2,8 IIODO ПOJIY'U'I'Ь .ЦU 0.18,113»­

щеrо хжасоа c:вolcn. 

~0880!!108 CJIOЙC'I'ВO f' иа 1111osec'I'В8 ,11;1'8I'p881 назовем 

ВВC.I8ДC'I'В8IDDDI, ec.U ВIШо.JВПI'I'СЯ C..8Jt.VIIЦИe Д]18 УО.1О:ВИЯ: 

(I) ec.u c:Vj - По.цдиаrРfUIIВ (ив ос111sате.п.ио По.IВВII) 
.цii8I'P1II8 .Z> • '1'0 р ( ;DJ ~ р (с2)) ' 

(2) есп P(cV) ~~ Р ( Z>1) • rде :D1 - вача.п.вая 
По.цдиаrJ1818i ,циаrрав& :l> ( '1'. е. ;[) i имеет 'I'OT se кореиь. 
wo и .;/) ) , 'I'O сущес'1':8уе! В81J1111В8 v- .JtВ8I'PIU8IН :/) • 

ве IIJIIIВIIAI8J181118И ПOJtltii8I'p!!118t cZ>:L , такая, ч'l'о PUD). 
Пpuep&lllr иас.~едст:веiiВНХ c:вolon 801'y'l' c.ry:D'l'ъ о:воlо'l'ва Б, 

Са, С~, OQD 
Ве!рудво у6е~ЬОR, Ч'I'О ВВС.18ДО!В811J1Ве С:ВОЙС'l'В& COxpaJIIDI'1'CЯ 

ОП8рац11111111 pa&вeptJtИ, П08TOII,Y С ПOIIOЩЪII С.18ДО'l'ВИЯ 2 ИЗ 'l'еореан 

2, I ПО.JУЧ8811 

7ogge 2. 9. EcJor j - по6ук:веввое оnоmеиие иа 
А . <Ре: { It, o/j, 01, Ij, 'ffj, Dj} и 
р 00xp&JIIl8'l' В8.0.18ДС'l'!lеВВО8 СВОЙС'I'ВО Р • ТО ДD JШСiой 
А , k -~ t:D . .цв кo'l'opol ф -сверточиая 



22 

пос.tед0118.мю.иосrь хоиечиа, Р(сЮ)~ Р(.ю~ 
з. CВeprg по вe'!'!!DI• 

* з. I. Цусrь j -поi1уlаlевиое О'l'ВОВiевие ва J\ , :J) -
произво.п.вое А, k -дерево и G <.;;;;;;; А W cl> - иахой­
.пбо j -Gазис миоас'l'!а А W ;D . Цусrь .;DQ обозва­
чаеr тахое сrФtере:во дерева r:{f) , чrо А W oZ>a = Q • 
Тоr.ца А ,k-двв.ri'tlJ.811 .ю:~ ваэо:вем j-с:веуrкой по 
:вe'I'UII дерева .;;[) и обозвачв ее :l)f . 

Ясно, чrо ;[) Qf::DQ , а :в CU3 с.~едсr:вu I из reope-

111 2.I, ес.п ~-с:верrочвая пос.иедо:ва!'е.п.вос'l'ь д.111 .;DG 
ховечва, !О c:z>Q .() f :J): , и поrому в cuy rравзпи:а-
пос'l'и отвошевu {)1 , cZ> .() .1 :z/' . '1'а.1tим образом 
по.uучаем 

Пре,цоавие з.r. Ес.пr Q JDW!8'1'CII 1 -базисом 
МНОDС'I'!а А \V.:D и Qf - С:В8р'I'ОЧП8Я ПОСJ18ДО:Ва'1'8JIЬВОС'l'Ь 
д.111 дерева .;[) Q хоиечва, ro Д) [.} .1 :z> f • 

Qf -с:верrху дерева /Z)Q IIOZВO, :В ЧЗСТВОС'I'И, 
стропь !'ах, ч!оdн все по.цдеревьs: :!)1% , у.цuяеа&е ва К~Ц~Хом 

свеJ)!'очвом 11181'8 (а, с.~едоваrеJIЬво, и п6.ц.церевьs: ;[) tл rахие, 
t 

Ч'I'О Д) /т.- {)/ .:/) l)'; ) COC'l'OI!D TOJIЪRO ИЗ ОДНОЙ !81'ВИ. 
(/ ( 

JierJto дохазн:ваетоя с.~е.цуацее 

Преронвие 3.2. Ес.пr по6у!ц!е:нв:ое оrво~~евие f тахово. 
@ 

чrо Jlllбoe ПOДIIRODC'l'ВO Q С. А :oee'l' ховечвнй 
зис, ro .DI6oe А , k -дерево :lJ имеет конечную 
'Q J:Jf'. 

f-68-
f -сверr-

f .Jtetcr~eп.вo, свач8.18 возьмем хоиечпнй f -базис Q .ц.m 
IIВODC'1'!8 А Wc:z>. Поrом заме'I'ИII, что дм .u:Юoro oL из 
А ос , ес.п IIRoxecrвo { о( rt, .,о 1 : i Е: N 1

} 



23 

где о<. [i, о6 J = cic i. 1 ct С i ~ 11 , имее'l' ховечвd f -ба-
зис. 'l'o иай.цу'l'ся 'l'au:e ЧJICJI& m и n • 'Чt'о т < n 
и СХ.[ ooJ j <i С т. ..о) • Эrо озвачае'l', Ч'l'О .цю~ дере-

п, ' " tТ'\ .af. 0\f l 
:ва ,;[) G cyщecnye'l' Rовечвал J..l f -оверrха ot.JQ = ои . f 

3.2. Оrвошевие h 
Теперь мн рассмо'l'рим специап.вое побухвеввое о'l'вошевие h , 

ДJ1Я хо'l'орого JIII6oe А , k -дерев@ IDI9e& ховечву11 h -oвeP'l'ltY. 
<ПpeдeJIJDI о'l'вошеиие h ~ А: Х .1\ СJiе.цупцим образом • 

.Jtu произво.n.вых <Х , р Е А@ по.rагаем,. Ч'l'О d. h fJ 'l'ОГда и 
'l'ольхо 'l'ОГда, когда оуществуе'l' фувв:ция ~ , o'l'o6peжanцaR 

А r' "r' 
~ V { cJ.. ВВ. j V е J3 И yдOB.I8'1'JIOpяuцall С.lе.цуацим yCJio-

виям: 

( h, I) 

h 2) 

h 3) 

h 4) 

Vt ~ fa.. Cocu 1 = J3cviJ) 
Vi ~ ее1.. Vk< ~;. Зj<L с vj =k) 
и ~ ej3 (множество ~-i - ховечво) 
d.,fl Е. л*~vta. = tp 

СВойство ( h. 2) .яв.uяется ава.иогом иепре:r;вввости о'l'о6раsевия 
h . Оrмеrим, что из ( h 2) сже.цует: ~ 1 = 1 . Реп фувв:ция 

~ yдoВJie'l'ВoPfte'l' ус.по:вШDI ( h I )- ( h 4), то будем говорить, 
что функция ~ осущесn.пяет о'!'иоmеиие h Д.1Я (сверх-) CJIOB 

d,ft 
Не'l'рудно доказа'!'ь @ 

Цре,цяоsевие 3.3. I) Оrношение h ва А - по6уRВеиное. 
2) Оrношение h на ~1ножестве А* реRуроивио. 3) Реп d h ft , 
'!'О сущес'!'вуеr рекуроивпая фующил ~ , осущесr:в.mщая о'!'но­
шение h ДJШ oL , )3 , в час'!'носrи, рехуроивва МВRCИIII!I.IIЬ-
нaя функция, осущес'l'UЯЩЗII h ДJШ ct, fl . 4) Есп d...,_flE.A* 
ro о( h ft rогда и тохько тогда, когда совпад8.11i' последние 



~ c.tOB о( , /' И c.tOBO fi IIIO&ИO ПО.JУЧПЬ ИЗ ol :внчер-

киванием некоторых не первых вхождений букв, 

()Iреде.иеввое :внmе оrиошеив:е h oCWiдaer Со11еJ1Упцим В8ЖИН11 
авойсrвом, коrорое ВIIJI&Ж8HO rеоремой з.r. rде А - цроиэво.п.-
1ПiЙ :ковечв&й uфоп. 

Теоре!В з.r. дu веяхого подмиоасrва мио.uсrва 

а,ущеоrвуеr хоиечвнй h-6азис. 
ПреJЩе. чем д01tаэнваrь ary reopeuy. мы дOit&Dм rри жеМIIЫ. 

Ео.п Д.11Я lt&J{,ЦOГO i_ = i , 2., ... , n Jl8. IIНO.UC1'Be !Т 
опреде.иеио 6иварвое оrиошеиие f.· • 'I'O rем самым ва демрrо-

вом прои811едеиии f:x f;x ... x Р: опреде.иеио бинарное о'!'ио-
швпе J; х fz. х ... ><fп ~ ( F:x J;)x ( fi х [i)x .. .Х ( Pn Х ~) rа:к: 

((a.t,fi.t),(cxt • .f3.t), ... , (<iп,.f3,.)) Е: f/< fz.x · · · f'l ~Vi ~n. 
n 

(оС. i f i J3 j,) . В Со1УЧ8В прiПЮй сrепеии Р= Рх Рх ... хР 
1111 вмесrо f ':: f х f х ... х f будем писаrь просrо f . 
Ео.п f - бинарное оrиошеив:е ва Р . ro f - цепью 
назовем всяхую пос.lедова'l'еnиосrь о( о( d.. • • • э.1емеиrов 

07 J.) :L' 
мно.-ес"l'Ва Р rахую, чrо о/.0 f <Х.1 , о(1 f Ol 2. , • • • 

Пусrь -;:;:;- - проиэвоJIЬиое о'!'Вошеиие peфl[excnиoro 

часrичв:оrо поР~Щ~Са па множес"!'Ве Р . Оrиоше~е ~ pacпpo­
C'l'p&JIIIercя. ках описаио :внmе. ив мио.uсrва Р . n ~ 1 • 
и ва мио.uс"l'В& их подмио.uсrв. М. будем обоэвачаrь через :> 
опошеив:е, удов.иеrвор~П~Цее ус.иовш (*) x>y~x:~'J & у~х 
0!'118'1'1111 0 Ч!'О распросrре.иеив:е 01'И01118ИИЯ: )> С МИО.UО"l'ВВ Р 

(\ 

иа миа..еоrва Р ип ва мво.uоrва их подмио.uсrв в о~м 
щучае ие удо:вже"l'Ворнеr yc.toвD (*) . Ках оdкчио, ~~~eoro 

-t -t :? И > dyдell ПО&!'Ь ~ 

а > - цепь dуде• вaЭIIJiar:r. ус&:ващеl. Всп • 
j3 ~ О( • !'О 8.1811811!11 с( , j3 dfжем •авваrь весрав-
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нимыми, и будем записнвать эrо rax: с( ~ J3 • на множес'l'!lе 
N всех ваrуiRП>ВНХ чисеж симв0.1 ~ будет оdозначаrь 

отношение естествеиного порцдка. 

Лемма r. Совокупнос'fь CJreдyiiiiИX двух свойс'fв частично 

упорядочеНВЬ!Х мно:кес'!'В сохравяеrся при прямом произведеиии: 

( 1 ) JШ6ое множество попарно несравиимwс э.11емеnов конечно, 

(П) П!6ая у6нвапцая цепь конечна. 

Отмеrим, что из усховия (1) непосредственво с.~едуеr, что 

Jlll6oe мно:кество имеет конечное ЧИСJIО МИИИIIВ.1IЬВНХ э.11емепов. 

f Цусть R R1 - частично упорядоченвне множес!'ва, 
о ' 

удоuетворипцие усховиям (1) и (П). ПpeдпOJ[ODII, ч!'о в Rt R1 

не В!ШОJПIЯ:ется ус.иовие (1), и пусть (a.0 ,f3o),(o(1'J3J, ... 
бесконечная поСJiедоватежьиос'fь попарно несравиимнх э.11емеН'1'ов 

множества R х R • Очевидно, Ч'fО !'ОГда Д.11Я .1П1<1нХ L, J. 
Ar о 1 • 

ИЗ IV ДО.UНО ВIШО.IIНЯ'fЬСЯ УС.IIОВИе ( i. , J ) :О({ d/'}·?J3j V 

v сХ. ~ <Х. & P..<fl· v ~. ~ Q(. v А . .t:_ А, • Тах :как в R 
L _J )~ L J ,_ J )" L ::V0 }vJ о 

И В /-(l. ус.иовие (1) ВНП0.11Н118!'СЯ 0 !'О Среди УС.IIОВИЙ ( i ,0), 

i = 1,2, ••• , дO.IIDo вай'fись 6есковечво много '!'ахп, у кo-

1'0JiiX ИС!'ИВИО .IIИOO О( i < оС.0 & j3 i ~ j3 0 , .IIИOO 

0(, ~ ol. 0 & .fi i < j3 0 • Пусть, например, ДJШ 6есконечвой 
( 

подпо0.11едоватехьвос1'и i 1 , i. 2 , • • • ВНП0.11Н11ет011 у0.11овие 

d..; .. <ot0 &ft;.t~J3o , -t. =1,2, ••• Эrооэначае'f, 

Ч'fО в R 0 ИЕется 6есконечв9е множество uемвпов, C'fporo 

меиьmп о( • Но это про'fИВоречит тoiiii,.V , что в R 0 ВНПО.IIНII-

мся УС.IIОВИЯ (1) И (П). 

&шОJIНение у0.11овия (П) д.111 Ro Х R 1 очевидио, так :как 

вапчие в R оХ R 1 6есковечвоl уdнващей цепи ( ~о , j3 о) / 
> (oe.1,fit):>. .. uечет R&IDIЧJie Тaitoвol по крdиеl мере в одном •s 

мноиесrв (ct.0,~··};;J\,{fto,j31 , ••• J~ R1 . t 



26 

(Пре,це.иевие. Цус'!'ь оС. с А ао • С.Иово ot~ lX. ct ... oL 
[tJ C2J Cn/ 

назовем по.IIВЫМ вача.~ом (п.и.) сверхсо~ова ol , есп ~· co-

дePD'l' все вхохдеИИII 6укв, имещих в ~ ховечиое чис.1о вхо-

ждений, а 'l'SК~ содерzп предс'!'авИ'l'е.lей всех 6укв, входящих в 

ol 

EcJiи ос Е А@ , '1'0 обозначим через A(ot.} IIIIIO&eC'l'BO 

всех букв из А , входящих в о( 
А""" h Лемr.в 2, Дия П16ых ос, )3 из о'!'ноmеиие оС. } 

' ВНПОJIВЯе'l'СЯ '!'ОГда И 'l'OJIЬКO '!'ОГда, КОГда НЗЙДУ'l'СЯ П,И, о( 

' сверхс.иова О( и п.и, j3 сверхс.rова j3 '!'акие, ч'!'о 
'h 1 ' 1/ , " <Х J3 , и есп оС..= ос Ol , )3 == jJjJ , '!'О 

А (<Х") = А (j3и) 
f ДейС'1'ВИ'1'8.1ЬИО 8 если О( h j3 8 '1'0 ЯСНО, Ч\'0 ДJШ HeRO'l'OIJ:lX 

1 1 с<' h (\' 1 " П,Н, О(, j3 ДО.ПВО ВIШО.JПIЯ'l'ЬСЯ j~ , IJyC'!'Ь оС.= о( О( , 

J3 = )3')3" 
" (в )3 ) имееоr rам 6есконечное мноаесrво вхо)Qений, то из 

• Поскольку каждая буква, входящая в 

ус.иовия ( hз) c.neдYe'l', ч'l'с А (С~~.") =А (,;3'') • 06JВ'!'но, 
1 " 'А" 1 пусrь о(= ol ()(. 7 J3 = J3 ,.1·' , где О( - п.и. оС. 

./31 - п.н. J3 • о(' h.J3' и А (о~.") = А (J3") 
11 )3" Поско.иьку Rа.J~Щая буква, входящая в о( (в ) , входит 

'l'Уда 6есконечиое чисJiо JВЗ, причем все 6укВ!l из А ( crt. ") 

(из А (J3") ) содержа'!'ся в А (.х') ( в А ( )J')) , ro 

ЯСНО 8 Ч'l'О фуНКЦИЮ ~ 8 осущеС'l':вJШDЦУЮ О'l'О6ражеиие h 
-'' ' N' с слова <.л на слово fi , можно продол.жи'!'ъ на 

(hi) -(hЧ). ~ сохранением условий 



назовем сокращеиием сжова d. из А* BCIDt08 сжово 
fi , по.вучеввое из ot. :ВНЧ8JIUIВ8JDI811 BeltO'l'OJIDC BXOQ8RIIЙ 

CiyJcв. Ec.D )3 

чим: ol.. .л J3 
JtВ.JISiercя сохращевием сжова 

• Неrрудво убе.цJ1'1'ъся, чrо А 

I!Ием часrичиоrо ПOJil,Цlta ка А* . 
Ес.п C.IIOВO d. содерzп ПОДС.IIОВО Вида 

, ro обозка-

ЯВИЯе'l'СЯ O'l'ROШ&-

а~·а~~~ .. а~ a'!'s 
t,. lz~1 Is-t 1$ ' 

где а·= a-'t '.; , ro вы<S~сываиие под0.11ова a.:"••t .. . a':'s-t 
1-.:+.t 1&-J. 

назовем сsаrием сжова 

Лемма 31 Оrвоmевие А ка IIВOJISC'l'Вe А Ж y.цouerвopJe'l' 
у0.11овuм (I) и (П) .11е1111Н I, r.e. (I) .nXSoe IIВо:кеоrво попарно 

А -весрuВJDВХ в.11емеВ'1'ов ховечво и (П) DI<SeJI A.i= -цепь ко­
вечна (r.це ос А#= j3 Ф='> ос Jl J3 &. cL =F fi ) . 

f Вmо.t!!еиие уо .. овu (П) оче:вцво, пос:ко.~~ЬКу из с( Af=J3 
CJieдyer, Ч!О е cJ. )' f fi • Дохuем СВОЙО!ВО (!) С ПОМОЩЬЮ ИJI­
ду:кЦИИ по чисжу <Sу:кв в &Jiфа:виrе А . дц одно<Sу:квевиоrо алфа­
вита эrо уrвеiЦD;еиие очевJJДВо, t'Slt RU :в эrом OJJYЧ88 оrвоmевие 

il изоморflво оrвоmевию ~ ва лr . ПpeдпC.IIODII, чrо 
уrвеt»Цеиие верно д.1Ш SJ!фавиrов с меИЬIПIDI чиСJiом <Sу:кв, чем в 

А . Пусrь Q - произво.п.иое мво:кесrво попарно J -ве­
сравВШ&х сяов из А-* . ilос:кот.иу чи0.11о по.цмно:кеоrв мио:кеоrва 
А ховечво, ro мы моем ОЧИ'1'8'1'Ь, Ч'l'О .nXSoe сяово из Q 

coдepu:'l' вхождевия всех CiYJCВ из А . Расомо'!'рим СJiедупцую 
фуВRЦИD J' : А*....-... N . Цусrь }J(r:J..) Э'l'о- IIDCII-

IIIВ.IЬRoe ЧИС.IО вепересеRаDЦПСЯ ПОДСJIОВ 0.10:88 d , X8JI;Jtoe ИЗ 

которых содер&И'l' вхождения всех 6ухв из А . Доха:кем (YI ) : 

ДJDr .l[))(ifx С(, )3 из А* . е сп J (J3):;;:, t<:~.. . '1'0 

J3 .А ('( 
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по j!J 1 = a~t ftt , r.це n.t ~ rп1 , доо'l'аrочво про.цежаrь 
ве CSoae m 1 ouepeцd ca'I'D, • по uo'!'pedfercв ве бо.ее 

m. 1 uо..~ов. оо.церащu вое 6yD& n А . .n..tee, из )3 J.. 

а' nll А uo:qчae• сжово .I'"J.. "" а.,-,_ .J"'ж. , r.це n1 ~ m,_ , 88'1'р&'I'ИВ 

ве бо.ее m. uо.цсzов, оо.-ераащих вое dyDR •з А 
%. 1..\ 

• 'l'.д. 

В pe8J.IЬ'1'8'1'e DЩJЧD ~ово fl , 0ДВ1111 из оокращевd xoropo-

ro .IDI.IIIeros ~ 

ЦfО'I'Ь 

(YI) • 11088 счпаrь, ч!'о вое сжова С( n G. rao•, ч'l'о 
! (О.) ~ t • Пo&'I'Oiq', 8~ С( б Q 0 '1'0 - IIO:UII п:ред-

( ) '"• mJL "._1< 
O'I'UJI1'Ь ero в ице I : ос = о( а. О( a,t. • • • cJ.k ai , 

о :L (i. t t к 
r.це 1< ~ с, и .ц.а i ~ S ~ k. иово ct $ ве оо.церпr 

~ а i • ПOCJtOIЬКf рвз.пmап вабоJD а. а· а.. -
$ '1.' Lt) • • •' LJ< 

ХОВ8"11108 IIВOМO'I'JIO 0 !'О .ЦОС'1'8'1'0ЧВО P8COIIO!'p&'I'Ь IIВOМO'I'IIO Q . . 
с фвcJII)OВ8ВВIDI набором '-1.~ ••• , "k • 'l'.e. каq;ое сzово 

оС. r.э Q п:редсrавао в :пде (I), r.це вабор ~ 
а . , а· , ... , ai <Щ~~ВВХов .ц.а всех сжов • .Ita i ~ $ ~ k. 
~ L! Х 

обоа•ЧD: R$ = [ oL S : oL Е: Q } . Iloclto.u.кy вое ~ова n R S 

ве содера'!' Оупу а. , ro oorucвo IIIOO'JC'I'DB~ пpe.цuo.w:o­
tg 

:UDD UQoe IIВQJIIIC'I'Jio R s !'8КОВО 0 Ч!'О ДU: веrо В&Пo.tiiiiii'I'CII 

усzовм (I) в (П). Ясво, по еп усzовп JIIШQIJIIID'I'CII • .ц.а сжов 

Ц1t8 а~ • Пом~ в ouy u.. I yczoв:u (I) и (П) JI&JIO.I-
t 

ВIIIJ!'CII Jl Ц11 IIВOМO'I'JI& Q . ~ 
Qc. А* д0КU811 нuерь нореаq з.r: .вбое uод~~~~омсrво .f\. 

Jlllee'l' иовечввl h. -базJiо. 
f Яово, Ч!'о дос'l'аrочво .цоказаrь мо J'I'D8PQeвиe оr.цеп.ио .ц.а 

щчаев, иоr.ца Q С. А* • Q С А 00 
• 

I) Цуоrь Qc. А* и А = { а1 , ••• , an}• Очеццво, 
чrо К&Qое сжово d из А * одиозва"'llо пре.цсrавJD(О в вце 
(I): 



r.це ( t I ) Оупы а . , а. , ... , а.;_ попарио paз.1JIЧJIIl. 
,., 't rn. 

( t2) CL· Е.[а; ,а.., ... , ai ,е} о Где 8-
Lm+l. •о 't m 

цусrое сжово. причем. ес.п al = е • 'l'O oim= е, ( t З) 
.цяя каж,цоrо -t = 1 , ... , rn т.н А ( oL'(.) ~ { ai , ai , •.. , cti} 

" 1 '1\ 

• первая dyQa сжова o(..or. о'!'пчва o'l' ai. (Diбoe из сжов 
'L 

ва 

ci.. -'t. IIOD'l' С1&'1'Ъ Ц1C'l'IDI) t ( t 4 ) Поо.lе.цвsя буква C.Io-

«.т О'l'.IИЧВ& 01' aim.н 

'l'8XDI образом вoli IIНOUC'l'ВO 

. 
А* разСSивае'l'СЯ ва lt.I8CCН 

• харе.к'l'еризущиеся упоря:-

.цaчeИIDDIIJ вaCSop&IIИ 6ухв а, , ... , ai , а1 • у.цовжепо-
" rп •rn+t 

ря:UЦIМI! усжоВИ!ПI ( t ! ) И ( f 2 ) • ltlraoc Т (а.· , ... , а., а.. ) 
Lo 1m ~t 

IIODO Опреде.IDП'Ь '1'8lt: 

Посхо.п.ху ре3.111ЧВНХ наборов 6уп а. . .. , а. • 
'о' Lm ... ~ 

у.цо:влеrворя:DЦИХ ycжoвJUDI ( t I) и ( t 2) - ховечиое поuспо. 

'1'0 11 МROMC'I'BO It.118CCOB т RОВ8ЧИО 1 И ПO'l'OJiy JI8JI .ЦОС'I'&'I'ОЧИО 
paccuo'l'pe'I'Ь СJ1УЧ&Й • хоr.ца 1111оеспо Q це.DПtом со.це~ся 
в вехо'l'ором uacce Т ( at· , ... , ai , ai. , ) . 

о m m+:a. 

Цус!'Ь C.IOBO с( ИЗ Q I!IIВe! BIJД (!) • ОСSозваЧDI: 

f (с~..)= ( ko,kf, ... ,k'"J, Cf,-(a.)= (A(a),A<a), ... ,A(rx)) 

Поско.u.ку m ~ n = 1 А \ • ro рез.urчвнх ваСSоров '1- ( о1.) -
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ttонечиое МROJteC'l'ВO 1 'l'aJt Ч'l'О мн можем очи'l'а'l'ь 1 Ч'l'О дr.я .1ШС1нх 

(Х, j3 из Q a(a.)=a(J3) • Цyorьj3=-a~·d.•fi1 а~' ... 
У У t 0 L1 Lf. 

)3 ~.~ h 
• • • rn а. (2) • Из опреде.llеИИЯ О'l'ВОшеИИЯ J1ei'ltO 

l-па+1 

получаем ( 'У i ) : 
a.hj3~p(c1..)~p(J3) & \f't. ~ m ( d..-"1.]3") . 

Ясно. чrо о( Л J3 ~ Л ( d.) ;;? .it (j3) . Поэтому 11 ому .neм­
llll 3 о'l'иошевие чаоrичиого порядка :::=> ва множео'!'ве J. ( А*)== 
= {.1 ( ot): \LE:A*} удо:в.пе'l'воряет ус.иовиям (!) и (П). 06озна'ЧИ11 ДJIЯ 
0.11011& с( вида (I) через $ ( d..) набор (А ( с<),.А (<\), ... ,l(cr".)) 

Сог.rаоно .. е..., I оrиошение ::::> ва миожео'l'ве sG=[s(o():Q.E.Q} 
'l'att.se удоuеrворяеr yo.IIODJIJПI (I) и Ш). Из (YI) ПОJIУЧЗЕ'М (У2): 

V d. ,_}3 Е Q d. h )3~ р ( <t) ~ f' (j3) & $ ( ii..) ;;;! S (J3) · 

ПоСitо.п.ху о'l'Воmеиие ~ на мноsеоrве р Q = {р (о/.): о/. Е. G} , 
очевцио, удо:меnоряет условиям (I) и (П), !О в силу .teМIIl I 

ДJIЯ O'l'ИODieJOШ ~ Х 2 на МROJieO'l'Be Р G. Х S Q t а ПO'l'Ol\IY 
и подавно - на его ДJ18ГонаJIЬном подмвОJtеоrве р S Q == 

=={(p(ol),S( ot) ol Е Q} ВНПо.IИIШ'l'ОЯ YOJIOJJJIЯ (I) И (П) 1 O'l'JtYдa с.ие-
113е'1' 1 чrо МROJreorвo р S Q имееr коиечиое МRoseono МIПDIМВ.1IЬ-
вых э.11емеИ'1'ов. В ощ (У'2) Э'l'о означав! 1 чrо мвоsеоnо Q 
имееr конечинй h -базис. 

2) Д111 Q ~ А<:><> у'l'верJЩеиие reopelll 3. I о.11е113е'1' из 
.te181l 2 и предыдущего дОRазаrе.п.оrва1 поохо.tЬIСу вместо Q 
сог.tасио жемме 2 досrаrочио рассмоrреrь мноаесrво всех пожвнх 

нача.t оверх0.11ов из Q . 1 
Onle'l'ИМ О.ЦВО 

~едотвие. JIJXSoe подмиоесnо .Jte:кaproм произведе!!JIJI (А*)~ 
Г.Jte n. t: N 1 имеет ttонечвнй h -базис 1 а по! ому и 
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JШCSoe подмножество миожеот:ва (} (А®/ IIIIВeт конечный h -
t•J. 

6азис. 

Из теоремн з.r и пред.~ожев:ия 3,2 ОJiедует 

Teopel@ з.? .Любое А, 1<- дере :во DЕет коиечвую h. -оверпу. 
С ПОМОIЦЬJ) Эt'ОЙ t"eopellll .18I'КО ПOJIYЧ8.8TCII 

Теоре• з.з. Любое овойсt'во, рекуроиввое ва мвожеоnе 

конечных А, k. -диаri811М и оохраияемое опоmеииями .(2 1z 

и Q h! , рекурсивно ва мвожеспе всех А,k-деревъев оt'Ио-
сие.п.ио По.tуЧев:ия k -с:верt'ох. 

f дейсt"виеп.но, :в cuy норе111 3.2, пред.~ожев:ия з.r и с.~~ед­
спия 2 из тeopeall 2.I, .цu .1ПЮнх А k-дере:въев 9J1, ••• , ,2)~ 

h' lt •• 
пожучаем: P(~, ... ,:Dn}<=;>P(-2).1 , ... , .:Dn), где Р -

.а 
_j 

проИЗ:ВОП.Иое СВОЙСt'В0 1 СО:хр~ВJ~емое Оt'НОШеИИЯМИ lz И 0/1 
h lt 

Поско.п.ку свеР'!'КИ ~, .•• , 2Jn - коиеЧИII, Эt'О означав!', что 
:в С.JуЧае. е сп свойспо Р рекурсивно на мво:кесl':ве коиеЧВ!iХ 
Д1!8I'J1818, то сущесnует &П'орпм, позво.JIIПIЦИЙ ДJ[Я .ш6нх А, k­
деревьев c!ZJ1 , ••• , 2Jn по п h -сверткам jпоэиаl'ь, :вв-
по.J~И~~еl'ся Р (c:Z>1, •.• , ::l>n) , IШI ие'f. 

Из пред.11ожевия 2. 8 о.и:едует, что свойо'f:вами, удовnе'fворяю­

щими &'fой 'fеореме, ЯВJIЯI)'l'CJI, в часt'Иос'fи, О Б С Сое . 
' ' а• а. 

Вассмо'fрим 'fеперь неко'fорне припожеиия этой теории. 

4. Деревья BllЧJic.иeвd щ 11В111ИИ ТЬюривга. 

4.I. Мi 6удем J8Ссматр:ивать деrермивиро:ва.нШiе машивы 

Тьюри:нrа (м. Т. ) с JtеВ'fоЧИНМ uфавиом Б = { О , i, ... , k- f} 
и мио:аесnами состОIШИЙ S = ( S "' S } , где S с,.-,1., .... , n с 

всегда 6удет счиl'аться заключитеJJЪВI:IМ сосrоявием [ 2] • Ко~~Щ~tа-

ми ЯВJIЯI)'l'СЯ сжова вида S. а 6d s. , где S. S. Е S S. :f $; 
1 j L' J > l о 

а, б Е Б, d Е. { R, L, Н} . СИ~с.п их о6нчвый. Про-
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cnoar ко~иrурацJIRМИ будем вазнваt'ь о.иова в:и.ца cJ... S,j3 , где 
сtЕБ~ ~.б. S tj3 Е Б+ ( Б+= Б Б* - мноzеопо всех 
иепуо'l'IП о.иов :в &Jфавиt'е 6 ) . Кра!'ВНМИ ко~иrурациями dудем 
JllЗВВ&t'Ь С.10В8 ВЦQ d.. 5i Х МИ Si Х' ol.. , где Si Е: s , 
d е. 6 *, :r. - cjyua, ве :вхоДIПIIМ в Б И S . ]irxвa х 
буде! иrра!ь po.u. перемеивоl с oб.lact'ЬII значений Б 

Ео.п $:::: с( Si а ( $ :::: Si а ci ) 1 !О резу.П.t'&t'ОМ 

примеиеиия к ко~ рации 5 комввдн s. а t R s; ( S.· а С L Si ) 
1 1 d 1 ) 

будем счпаrь краrвую хо~раци~~ 5 = ctj3 Sj х ( S" =~.зе8r:Х. • 

Во всех осruьвнх с.цvчаях peзynrat' примевеиия к Itaitol-.пибo 

коарrурацп подхоДRЩей комввдн опреде.IЯеt'ся о6ычвнм образом. 

Д1я ~ой м.Т. опредежвм на мвохесt'ве всех (просt'НХ и 

! 
краt'ВНХ) коJ111иrуреций бииарвое оt'иоmевие Z:. , соотвеi'Сi'ВУ~ 
щее одному примеиеВИII коМ!ЩЦ!l, С.18дУПЦIIМ образом: еС.1И ; 

J. 
просt'ая ко~рация, t'O ~ <. ~ t'ОГда и t'OJIЪКO rогда, когда 

' f явжяеt'ся резуяьt'аrом применевил к ~ coorвet"cTвyiiiЦeй 
i 1 

комацы; ec.m же 5 - краrиая коJIIIиrурация, ro 5 < ~ 
t'огда и t'O.IIЪКO тогда, когда .цmr иекоrорой просrой коJIIIиrурации 

$ , ПQ.1УЧеииой и:з S замевой 6уквн х dyltвoй а 
а 1 1 1 

из 6 , ~а. <. ~ • ТраизИ'I'ивное замнкаиие оt'ноmеиия Z. 

обозначим < . 
Деревом вычис.певий (д.в. ) данной м. Т. с иача.пьиой конфигу­

рацией g назовем ориенt'ироваивое дерево ol)f , веJ111ИИRМИ 

Коt'орого яв.пяися конфигурации, корнем CJiyЖИ'I' конiриrурация s 
и Я116ая верпина '1J имеет в качесt'ве непосредсt'ВеНН!lХ после-

' J. ' доваrеJ[ей все коЩJигурации 7 i'Sitиe, чrо "/ <. 7 . При 
81'011 0 есП Конфигурация r кратная И Д.ПЯ ReKO'l'O:rwr разJ[ИЧ-

ВilХ букв а , 8 из Б '?а J. (7 1 и '?; J:. J 11 

(где ках и внmе, коЩJиrурации ?а , 7~ пoJiyЧall'l'cя из ? 



заменой 6yJaiR х 

'7' и 7 ,, 

зз 

ООО'1'Веt'Сt'В8ИRО 6ухвами а и в ), t'O 

.IПI.UIIi'Cif раЗПЧВIDIВ ПOC.18ДOВ&'l'eJIIDIИ '7 Д8Z8 
1 " В t'OM ежучае 0 :КОГда 7 = ? • lli dудем OЧII!'at'Ъ 0 Чt'О lf3Г8 0 

ве.цущей из '?а. в 7' приписава dу:ква а • и поt'оМ.V, 
ка:к и .ц.u А, k- .циаrрам~~, ве:рпиву 7 1 lli сtу.цем вазвваt'ъ 

а -пОСJrедоваrежем вeJIIIIDIВ 1 . дiJI пpoctoott хоЩ!иrурацп 

17 вепосредсtовеввнй последоваt'ежь яваиеt'ся а-посжедоваt'е-

жем, есжи а. -а:кrивиая буква :коЩJиrурацп ? , r.e. (=a~afi 

В .цалъвеiЬDем lli рассмаt"риваем tоо.иъ:ко П0.10Пlе м. Т. • t' .е. tоа­

:кие, у :коtоо}&Х .ц.u Пldой П8Jil $i а. , где i =/= О имееt'ся 
КОМЕЩЦа0 Re.ЧИI!8DЦRRCII dу:ква11И Si а • Д1Я !'81UIX М8Ш1D1 :КUДSS: 

IIpOCt'as: ве~елъиая :ковфиrурации имее!' в tоочвосtои одвого 

непосре.цспенвого пoc.JJeдoвatoeJIЯ. а :кuдая веЗ81UПIЧИ1'еnве.я: :краt'­

вая коЩJиrурация имее!' ровно k. = /6/ вепосре.цствеввнх последо­
ваtое.ией по о.цвом,у д.11Я :кu.цой бу:квн алфавиt"а б 

Оdычво среди бу:кв .~~:евто'ЧИОГо IUфmиt"a Б :вццеuеm вe:кo­
'I'OP.fll •пyct'YII" сtу:кву, JllШpиleP0 0 И CЧИt'8J!'l', ЧТО при приме-

нении :к :коЩJиrурациям вцца 0(. S~· а (в:.пи $(· а 0(. ) коiiВЦЦ!l 

s,_.at5R sj < s •. aBLsi > по.пучаеrся :коаiJиrурацм 
<Х (f $./ 0 ( ~· 0 в 0(. ) , '1'. е, СЧИТаеrся, ЧТО BCR1't8Я КОН-

фигурация неограничевно пpoдo.uae'l'CR пусmми бухвами. Поэтому 

функционирование м. Т. ( '1'. е. примене ни е ее :комаид), пача'l'ое с 

.riiCioй копфигурации $- 0 • дает пос.педовате.nьнос'l'Ь хо$!'Ура-

ций /f 0 , f 1 , ~ ,_ , • . . , КО'l'орая паэнвае'l'ся :внчис.иением 

с начальной конфигурацией S • t.\1 не :вццемем "пустую" 6укву 

и считаем, ч'l'о копфигурация может 6нть продо.uена J1116нми буква­

ми из 6 , и таким образом, в Itaчec'l'вe о6о6щеmш поня'l'ия 
"вычисление" мы по.пучаем д.в. Ветви д.в. c:Vfo соо'l'ве'l'сrвуют 
вычислениям с начальными конфигурациями, ЯВJIЯDIIИМИСЯ раз.nичными 
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продо.пеИИЯIIИ в:оЩiвrурации "I= • В Ч8С'l'ИОС'1'И 1 eCJIИ ВЗЯТЬ В 
)о 

:качес'l'Ве коврвrураци~~ ВJJ,Ца s.x 
L 

1 то JШ6ая конфи-

rypaцu С COC'l'omпlell s. 
' 

ЯВJ~Яе'l'ся ее пpoдo.J~Se!Dieм. 

Eolee 'l'OЧRO COO'l'B8'1'C'l'BИ8 МВ~ В8'1'ВЯМИ д.в. И Продо.пеИIЯ­

IIИ коркевой в:оврвrурвцп моиио опреде.п'l'ь c.иeдyDIIJIМ образом. 

Ji'.цем ваsнва'l'ь .иевнми (JipUIDIII) ковtiП'Урвциями кра'l'нне хоарвrу­

рацп Blr,Ц& $,_· ;х: оС. (ot Si :х) • ЦVО'l'Ь W= ~o,S.t, ... - В8'1'ВЬ 
д.в. :lJ~: и цус'l'ь ~- r:-. . • • все ле:вне, а { ~. , ... 

'>о ''о'"'/ '/o''Ji 
- все правне :ковриrурации ве'!'ви W в пoJiff,JtXe их: вхо:~~Де:иия в 

W • Есп ховриурацих fif+J. ( ~(+) ЯВ.JIЯ8ТСЯ 

af - последова'l'ежем ховрвrура.ции {с ( 6't - пос.пе-

дова'!'ежем коврвrурвции ~l )1 е::- 0,1 J •• • 1 '1'0 В8'1'Б~ W 

COO'l'Be'l'C'l'ВJ8'1' пpoдo.пteiDie ••• ае. · · aL ао foBo (jt • • · 6/· · · 
Эrо пpoдo.J~RIDie можеr 6нть как коиечвым, так и 6ескоиечиым Б 

одну ми Б о6е сrоронн Б зависимосrи or числа .а:евнх и пршых 

ковригураций Б W • ВооОО!е, ес.п W = So 15't . · · 5 rn. 

произво.п.инй коиечннй пуrь в :какоu-.иибо д.в •• 'l'O Э'l'JIМ способом 

ему С'l'авиrся Б соо'!'Ве'l'С!'Бие некоrорое конечное продопжеиие 

а..р .•• ао ~о6'о ... BIJ- ковфигурации ~о 
llaJiee мн (jудем счи'l'аrь, ч'l'о верпинам д.Б. приписаны 6у:квн 

иекоrороrо спеЦJU~J~ьиоrо а.пфе.вита. А именно, назовем прос'l'ЪIМИ 

(краrинми) ядрами .цву6у:квеинне слова вида s.- а (s, х) 
rде ~- 6:. S 1 а. Е Б . Ядро конфигурации 5-" (т.е. под-
СJIОБО1 ЯВJIЯIIЦееся ядром) обозначим через Я Jf . Цусrь Я 
обозиачаеr множесrБо всех ядер рассматриваемой м. 'l'. 

Ес.пи кщв;ой верmиие ~ д.Б. :D~ приписать ядро Я tp , 
ro мн по.цучим Я , k - дерево, rде k = f 6 1 - число (jукв в 
.иеиrочиом ажфави'l'е. 

1) n ~~~ ~~~~;-:т~~,-,.:,;-~~f~-;~ц,ц~-fо :=~~-~;-'<..(. 
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Свойства деревьев внчисжеиий соотиетстцуиr опреде~евинм 

семантическ!DII свойствам машин ТЬqnmra. Пpo"'-ellli разрешения 

СВОЙС'!'В (J И б д.1Я д.В. В8ЗНВ811ТСЯ:, ООО!'Ве'l'С!'ВеВИО 1 
про6Jiемой оставоВRи (ПО) и про6Jiемой 6ecCIIВP'fD (ПБ). ПроСIJ[ема 

разрешения свойсrва С5. а. вазнваеrся: про6.11емоl сущесrвен­
носrи КОМIЩЦЫ С ядром ~.а (П С ) • СвойО'l'ВО 0 04 

• S·a 
дерева ~sx coorвerorв,yer 6ескоие~осrи о61асrи определения 

t 
фуНRции, внчисляемой давной м. Т. (в неко'l'ором подходящем CllliOJie). 

Ка:к правило, все оодериаrе.пьные свойсrва разре111Иl61 на ко­

нечных диаграю.вх, повrому в оилу OJieдcrвиl из reopeflai 2.! про­

блемы их разрешения сводя'l'ся к поцучеиию конечных cf> -сверrак 
д.в. Д.ИЯ ПОДХОДЯЩИХ О'l'НОUiеНИЙ ф • Ниzе (Jy1fY!' JВССМОТреНЫ 
веко'l'орые из таких отношений и приведеиы примеры ~ссов м.Т. 

д.ия д.в. коrорых ефрективво по.пrшися конечине свеР'fRИ, и, 

с~едова'l'ельно, разрешимы определенвне свойс'I'ВS. 

наряду С д.В. МЫ (Jудем JВССМil!риБа'l'Ь я, К -диаграммli, 
ве}ХIIИИЗМИ которых, как и в д.и. ЯВJ1ЯИСЯ козi>иrурации, причем 

верпиве ~ приnисана "(Jухва" Я~ . ТЗRие диarJШIМil будем 
называrь коаригурациоВJIНМI'[ диаграммами (к.д.). Т8R же как и 

д.ия д. в. ВНJВ:&еНИЯ вца 2) lf д.ия к .д. обозначаll'l', чrо ~ 
явпяеrся корнем JВСсмаrриваемой к.д. 

"&Уде м говорить, Ч'l'О к .д. :2) 1 является норма.tИзованиой диа­
граммой :LJ , если она по.иучае'l'ся из 2) с.педупцим образом. 

В каждой краrной коЩJигурации J , пмoп!eJIЬJWI степень ко­
rорой в диаrраr.м1 /ZJ JВВRа I, заменяем 6укву х. такой с!ук­

вой CL , что непосредственннм пос.педоваrелем ковфигурации 

р в 2) являеrся а. -пocJieдoвareJiь. (Ана.lоrичная 

замена производится и в ядрах конригураций, приписанных верши­

нам). 
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Eo.Dr ф - СSивариое оrиоmевие ва х.д. • ro l8i Оудем счи­
'I'В!Ь, Ч'l'О О'!'ИошеВИе :ВНП0.10111е'l'СЯ И .ЦU .IIICSoй П8Jil ltoдo :l) 2) 

1 1 '1 t'2. 
'l'8ХОЙ 0 Ч'l'О dl) ер 2) t ГД8 :{) 2) ИОрм!UИЗО:ваивн:е 

L R. t ' 2. 

,циагр&~~~& .;z).t ' :Dz • , 
Оrвоmевия I= , !:::; ва миоес'l'ве :к.д. (jудем иазнва'l'ь 

я.цервнм изомор}Jиэмом и.п короче, Я - изоморf)измом, и соо'l'­
ве'l'сrвеиво, я,цервнм ЭJЩОМОрf)ИЗМОII И.П Я -ЭJЩOIIOpf)ИЗIIOM. 

!Мtc'l'o I _ , I ~ (jудем писа'l'ь / и J 1 
• 

Цусr; ~ - хоJII!иrурация, ol е. Б+. (Предепм опера-
ЦJШ расширеиия ховфигурецd с.1еду11ЦИ11 обрезом: 

{ 

~ ol , есп коJII!иrурация s; просrая и.п жевая, r.e. 

5 ·al. = ~ = ~х)3, и J=~-e 
j3~d.. • есп f :::; J3 $i х 

{ 

О( S . есп хо~иrурацu ~ просrая и.п правая ('l' .е. 
о(.~= S-"flSc.X) 

~а"в. есп ct= d..1 а и s :::; ~- :r.j3 

Кроме rого, п0.18Г88м ~·е=е·~ == f . где е. - пус'l'ое 

0.1ово. ОчеВJI,ЦИо, чrо эrа операция ассоциа'l'ивва в rом ClliOJie, чrо 

дu DCSol :кoJII!иryp&ЦIDI ~ и JIIICiнx OJIOB о( , j3 из 6 * 
(oi.·{)·j3 =с(· ( ~-)3) 

Eo.D ~ == cf.. • f "fl , ro (jудем говорпь, чrо иоВliП'Ура-

цu '? ВВJrя:еrся расаревем xoJII!иrypaцпr f , чrо oCSoзиa-
ЧIIII ~~? И.П '?~f 

Очевцliо 

Прероgвие 4.!. Дu .DICSol м. т. • ео.п { s;, '? , то 
д.в. ~? Я - ЭJЩомор)во д.в. c:D~ • r.e. ~~~.2)f 



ляеrся раоDJИреиием ховфиrу~ .S:· х 
сущео'!'Вуеr оуФtерево cZ>s.x. 

о OOOTOIПIIIeM s i яв­

• ro в дереве .D:;.x 
Я- изоморРое де~ву 

• :lJ ~ . Эrо даеr вам основаиие в качеоrве овоlоrв ИЯИЦJ18жь-
внх м. Т. с ВВЧSJIЬНКМ состаянием s t раооiВrриваrь овоlоrва 

д.в. BIIДa :l>s :JC. • Для неииициаJ[ЬИНХ машин дооrаrочво расомаrри­

ваrь конечине :.Ноиесrва деревьев BIIДa :JJ 5 _ х. , rде ~-Е. S . 
1 

4.2. Расомоrрим некоторые просrне примеры К&аооов м.Т. 

С paзpeiDJDIDOI СВОЙС'l':вамll [ 3] . 
Пример I; односторонние 1181DJIНН. Комцдн вw.ца ~- а8 Rs,s 

( s, а lf L ~-) будем называть правнми (.teВВIIJI) ИОIВВДами. 

Есп в пути w применямая -'t- 11J18!1КХ и l. .11е:ввх коiВВJt, 

'1'0 чис.по (5' ( w) = '(-е назовем с.цвиrом пуп w . ковр-
Г,урациl) ~ назовем m. -.певооrр&ИIIЧевиой ( т -прввооrрави-

чениой), ес.п для JШ6oro пути w в д.в. 6Df с.цвиr 

o(w)~-m (o(w)~rп) 

М. Т. назовем m-.11евооrраиичевио1 ( т -прввооrрав!IЧев-

ноl) , еоп .111168я ее коlфlгурация является rn - .. евооrрав!IЧевиоl 

m -правоограиичеввой). М. Т. 6у.цем назнваrь m -о,циооrоров-

ней, ес.пи ова являеrся п6о т -.вевооrраиичевиоl, ц6о 

rn -правооrравичеииой. IJyO'l'Ь тm,Л (Т nt, Л) о6оЗВВча8'1' 

к.ваос всех m -.певооrраиичевинх ( т -прввооrраиичев:внх) 

м. Т. : Т = Т лИ Trn Л - К&аоо :всех m-о,цвооrороввп м. Т. 
m rn, , J 

Раосмоrрим оrношевие t raxoe,чro :.;l)~ I 1 :!)"'/ ~ 
~ (~ =d.J.d. sip) ''(= d.1 d..~.f3 и ld..= nz) • Ясно, Ч!О I i - ио 
реиурси:виое оrноmевие эквива.веитиосrи вв мвоzеспе всех д.в., 

причем I i s;;;, 1 . ()qевii,Цво, чrо т -а:вооrраиичеввая 
111ВШ11ВВ в JШ6ом :вычиc.-eJIJDI ве моиеr с.цвивуrь ОВОJ) ro.-ouy в.вево 
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бо.tее , чем ва rп ячеех or первовачаJ~Ьного п0.11оения ва Jiem.'e. 

Поэrоuу .ц.ш .1116ой м.Т. из Тm,Л и дmi .1116ой ковфигурации 
{ ,ц.:в. :;Df ве моеr содераrь ковригурвций ви.ца 

а 1 $i j3 1 У R01'0}1a f _/J ~ m + е~ • Это озвачаеf 0 

чrо миомсrво :всех по.JВНХ поддеревьев JШ6ого д.:в. :tJ~ имееr 

ковечвнй 11 -базис, и пorouy сог.пасво пре.ЦJ[оинию 2. з 
Dl!er ковечвую I 1 -с:верпу. Т8юп1 образом, в cuy с.педс'l'вия 
I из 'l'еоремы 2.! и пред.~оения 2.4 ва мноис'l'ве всех д.в. ДJIЯ 

м. Т. из Т m л рекурсивны все с:войсrва, coxpвюrelllle О'l'Ио-
шевиями: I 1 • и 1::1. и рекурсивные на мноисrве ковечвнх 
.циаrрвмм. В сиzу CIII8E1'JIIIИ ВВ8.1огичвое у'l'веJЦЦение имее'l' мес'l'о 

И ДМ 11В111ИН ИЗ Т m, Л • 0'1'11В'I'ИМ 0 ЧfО К.ПSСС СВОЙС'l':В 0 сохрввяе-
-t. 

llllX оrвошевиями: I 1 и l 1 

ияемых оrиошевиями: 1 и 
не ухе КJiacca свойсrв, coxpa-

J -i • поскольку I i ~ 1 
Пример 2. НепечаrSDЦИе IIВDIDIIl - э'l'о 'l'ахие м. Т., коМIЩЦЫ 

KO'l'O}:IiX ИlleD'l' ВЦ S,-aa dSJ 0 И1 с.tеДОВ81'8.11ЬНО 0 ПРИ ИХ 

~циовирсваиии исходвое сверхс.tово ва же!П.'е oc'l'ae'l'cя неизмеи­

внм. Покажем, Ч'l'О ДJIЯ JII06oгo д.в. rахой машивн эффекrивно суще-

С'l'вуе'l' конечная lh,J. - сверrка, где f h,t - иеко'l'орое 
рекурсивное подо'l'ношеиие оrношения J h 

Ра.ссмоrрим с.tе.цvпцее бинарное о'l'ношеиие '1:. ва множес'l'ве * ГJ"\ i Б . Д11я кццого д.в. ои{ обозначим через :JJ~ такой 
наЧ8JIЬвый его оrрезок, кццая ветвь ко'l'орого закаичивае'l'ся пер­

вой краrиой ковригурацией (о'l'.пичной o'l' корня), JIИбо коJЩом пер­

вого периода, eCJIИ кра'l'ннх конфигураций в ней не'l' (ясно, Ч'l'О в 

эrом случае ве'l'вь о6яза'l'еJIЬно периодична). Тогда для произвОJIЬ-

вых ol. , j3 из Б* по.11опм, что с( -"( j3 тогда и 'l'OJIЬJto 
rогда, когда ДJIЯ JII06oгo сос'l'аяния S i и JIJI6oй 6уквн а из 

Б внпо.пияется умовие: еС.IИ S и 1 - коицеВЬiе 
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верпинн аиа:~оrичвнх веnей деревьев :lJ;ad. и .2):. aj3 , 1'0 

Я ~· =Я -z и ховфиrуJХЩИИ s , 1 обе IIJU&e. и.m обе ле-
вые, и.m обе прос'l'ве, и '!'аиое .ае ус.11овие доJIЖИо ВШIО.IПШ'l'ЬСЯ д.11! 

J. J. 
деревьев .2) и ;[)48 а • Очевидно, Ч'l'О >с. 

О( s,.a .,., , 
реиурсввиое оrиошеиие ЭХВВВ8.11епиос'l'И иоиечиоrо рввга, причем, 

есп ~-'[J3 • 'l'o .ц.u Jlllбoro "'! из Б* • rCi.'Cf/3 
• ot f-'L~r и). 

Опредежим '!'еперь О'l'воmеиие ежедующим о6разом: 

( Эrо опредежеиие ео'l'еС!ВеВВО распрос'!'раииеrся и ва пропво.п.­

JПiе х.д.). 

Похаием свачuа, чrо (.ц.u иeпeчa'l'&IIIIП м. Т.) 1 h,1. ~ J h 
ДеЙСi'ВIП'8ЖЬВ0 0 ЦVС'l'Ь .:[)_ S А lh :;[) д • Т8z lt8И С( -'(.С( 

ot .. i.l"t ,1 O(tSir.t. 1 " 

и )31 '(. fl 2 • и с.tедова'l'еnио, .ц.u .IIICioro r из Б* 
fots-"Lro.t и fttYtfl!LY ,'l'овд.в • 

.пЮве aиa:~oi'ИЧJIIle ве'!'ви 

Посио.11ьку отношение lh i , ПОЖRОС!ЬЮ опредеJIЯ8'1'СЯ Ко-

неЧВiiМИ поддеревьями и ре:курсивИiiМ о'!'воmеиием '(.. :конечиоrо 

ранга, 'l'O о'l'воmение fh,t - рекурсивно. В сижу .t.с.tедс'l'ВИЯ 
из 'l'eopeи.t З. I JII06oe множес1'во деревьев вида :!) ~ nee'l' 

:конеЧНiiЙ J h -6азио (пос:ко.u.:ку :к&JЩое 'l'axoe дерево coдepDR' 
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ве CSo.l:ee k=IБI ве'l'веl) • А '1'81t :как равr oпomeiDIII "'-

1 1J t В8 IIВO:UC!В8 
' 

ховечев, !О 8!0 верво и д.111 O'l'ВOIIeВИII 

д.в •• !U ч!о в с-.жу пpeд.to:u!DIII 2.3 • .IIICSoe д.:в. Dlee'l' ховечвую 

Ih t- сиерпу. ПОСJtо.п.ху опошепе l h 1 ре:курси:вво, 
' ' 

!О в cuy пред.1о:u1111111 2.4 ва мво:uс'l'Ве .ц.в. вепеча!81Щ]П 1В111ИВ 

lh,i ре:курсИВВН С:ВОЙС!В&1 СОхрввllеiВе O'l'BOUJeВIIfDIИ 
-t l h 1 • ре:курси:ввые ва мво:uс'l'ве ховечвых х.д. 

1 

и 

Пр~~~ер З; ЦD.ПЧеские IВIIIИВН. м. Т. мопо рассмаrрива!Ь 

1't8К JtОВ8ЧВНЙ U!OII8! СО СПеЦИ&IЬВОЙ ИJI'l'eJПpe!IЩI[eЙ 6ухв ВllХОД­

ВОГО а.tфавпа. По8!'011,V их мопо зе.ца:ва'l'Ь 1 :как и ttовечвые авrома­

'1'8 1 диarpaiiiiUIII переходов 1 '1'. е. ховеЧВЫIIИ ориеИ!иромввюnr гра­

ф&а 1 В8JPDRD JtO!'OJilX JDI.IIIII!CЯ COC!OIПIIIII М • Т • 1 8 дугам пpипи­

CIUIIl ЕРвн uфавпа 6 (:входвоl &lфави!) и 8Jiемевt'Н мвоже­
С!В& Б Х { R , L, Н } (ввхо.цвоl uфuиr). М. Т. ваsнвае'l'ся 
IOПLDrЧecкol, ес.п ее диагрЕUаВ переходов предо'l'а:в.uе'l' собой 

цrчак цвкжо:в с едвно'l'веввой оdщей д.111 всех цикжо:в вершиной 

( '1'. е. .IDCSaя пара цикжо:в имее'l' едивс!:веввую ое!щу11 'l'OЧJtY, одну 

и 'Г! :u д.111 всех пар). При 8!'011 других ориевпро:в/UDIНХ Цlllt.lo:в 

в диаграмме ие'l', !.е. Жll6ol пу!ь из :вершивв, ие входищей в сос­

!ав пучка цикжо:в 1 веде! в Э81't.11JЧПе.п.ву11 верпиву и ве содерzп 

ЦИ1t.1[О:В. Ilpe.ЦПo.tODII, Ч'l'О оdlцей :ВеJIПИВОЙ ПJЧ1t8 Я:В.ИЯе!'СЯ СОС'l'ОЯ­

Пе sl. • Ясно. Ч'l'О :в дереве ::l:>s :х .1П16м 6ескоиечвая 
1 

вепь содерп! хоВ)игурацiП) с сос'l'оявием d t • причем суще-

сr:вуе! ковечвое сечепе, сос!ОJПЦее из '1'8RИХ :ко!фп'ураци:й. По­

ско.п.:ку .IDCSaя :Ковфигурацu S С СОС!ОЯВИ811 51 JПI.IUI8!'CЯ 

J801DP8Пell КОвфигурации $ 1 Х 1 '1'0 В CИJIY пpeд.IO:UIIИJI , 
4.!. ;;[)~ 1 :lJs1 x • Сог.tасво пре.цжо:uВПI 2.2 8'1'0 озвачае!, 
чrо д.:в. ~L х афfJе:кrи:вио имее! конечную 1 1 -с:верпу. Дин 
CЦ'V118S,JtOГД8 ПJЧО!t СОС!ОИ! ИЗ ДВУХ ЦIПUIOB 1 110DO ПО!t8З8!Ь 1 Ч!'О Ж11-
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6ое .Ц rB. :;{) "{ llффеипвво Dee!' :ковечву» о h -с:верпу • 
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